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Il. Zu den Autoren

Harald Baier promovierte 2002 an der TU Darmstadt tiber eine Arbeit zur effizien-
ten Erzeugung elliptischer Kurven. Er war Mitarbeiter in einem Sicherheitsprojekt
der Deutsche Bank AG und baute das Darmstddter Zentrum fiir IT-Sicherheit auf.
Nach einer Professorentitigkeit an der FH Bingen (2004-2009) ist er seit 01.04.2009
an der Hochschule Darmstadt auf dem Gebiet der Internet-Sicherheit tdtig. Schwer-
punkte seiner Arbeit sind Computerforensik, Anomaliedetektion sowie Sicher-
heitsinfrastrukturen.

Jessica Steinberger absolvierte eine Ausbildung zur Fachinformatikerin fiir Syste-
mintegration und beendete diese im Jahr 2003. Anschlieffend begann sie ihr Studi-
um an der Fachhochschule Bingen und schloss das Studium Bachelor of Science
Informatik im Jahr 2009 ab. Darauf folgte das Studium Master-Studiengang Infor-
mationssysteme, welches sie im Jahr 2011 beendete. Seit 2011 ist sie Mitarbeiterin
der Forschungsgruppe da/sec - Biometrics and Internet Security Research Group
der Hochschule Darmstadt.
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I11. Modullehrziele

Die Studierenden sollen

¢ die Arithmetik reeller und komplexer Zahlen verstehen und anwenden kénnen.
¢ die Grundbegriffe der Zahlentheorie kennen und anwenden kénnen.

¢ mit den Begriffen Teilbarkeit und Primzahlen umgehen koénnen.

¢ effizient modular potenzieren kdnnen.

¢ das RSA-Kryptosystem kennen und die zugrundeliegende Sicherheit bewerten.

¢ die Definition des Begriffs ,Vektorraum” kennen und diese auf konkrete Vektorraume anwenden
konnen.

* den Umgang mit Vektoren und Matrizen verstehen.

* durch eine geeignete Auswahl an Vorgehensweisen und Prasentationstechniken ihre Ergebnisse
entsprechend darstellen konnen.

¢ durch Teamarbeit, unter anderem an den Présenzwochenenden, ihre Teamfahigkeit und Sozialkompe-
tenz erweitern.
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Modulbeschreibung

Modulbezeichnung;: Mathematik 1 (Mathematics 1)

Verwendbarkeit: Bachelorstudiengang Informatik /IT-Sicherheit (Pflichtmodul)

Lehrveranstaltungen und
Lehrformen:

Mathematik 1

Selbstlernphasen, Ubungen, Online-Phasen, Prasenzveranstaltung

Modulverantwortliche(r):

Prof. Dr. Harald Baier

Lehrende: Prof. Dr. Harald Baier
Dauer: 1 Semester
Credits: 5 ECTS-Punkte

Studien- und Priifungsleistungen:

Klausur: 60 min.

Berechnung der Modulnote:

100% der schriftlichen Priifungsnote

Notwendige Voraussetzungen:

keine

Empfohlene Voraussetzungen:

Mathematik Gymnasium Oberstufe

Unterrichts- und Priifungssprache:

Deutsch

Zuordnung des Moduls zu den
Fachgebieten des Curriculums:

Mathematisch-naturwissenschaftliche Grundlagen

Einordnung ins Fachsemester:

Ab Studiensemester 1

Arbeitsaufwand bzw.
Gesamtworkload:

Prasenzstudium: 30 Zeitstunden
Fernstudienanteil: 120 Zeitstunden

¢ Selbststudium: 90 Zeitstunden
* Aufgaben: 20 Zeitstunden

* Online-Betreuung: 10 Zeitstunden

Summe: 150 Zeitstunden

Lerninhalte:

In diesem Modul werden die folgenden Themengebiete behandelt:

¢ Mengen

* Elementare Aussagelogik

* Beweisverfahren

¢ Reelle und komplexe Zahlen

¢ Zahlentheorie und modulare Arithmetik

* Vektoren und Vektorrdume (Vektorrechnung im R3, Begriff
des Vektorraums, Beispiele fiir Vektorrdume)

¢ Matrizen, Determinanten
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Angestrebte Lernergebnisse:

Fachkompetenz: Die Studierenden kénnen die Arithmetik reeller
und komplexer Zahlen erldutern und diese anwenden. Des Wei-
teren kennen Sie die Grundbegriffe der Zahlentheorie sowie der
modularen Arithmetik und kénnen mit diesen umgehen, insbeson-
dere effizient modular Potenzieren. Dariiber hinaus kennen Sie das
RSA-Kryptosystem und erlangen Wissen iiber die zugrundeliegen-
de Sicherheit. Sie kénnen den Begriff "Vektorraum’ erkldren und
konnen diesen auf konkrete Vektorraume anwenden. Dartiber hin-
aus sind Sie in der Lage, mit Vektoren und Matrizen zu rechnen,
insbesondere Matrizen zu invertieren.

Methodenkompetenz: Die Studierenden erwerben die Fahigkeit,
mit den Lehrinhalten des Moduls aktiv umgehen zu kénnen und
konnen Fragestellungen, Aufgaben und Probleme, die sich aus der
Lehrveranstaltung ergeben, selbststandig bearbeiten und 16sen.

Sozialkompetenz: Die Studierenden kénnen durch Gruppenarbeit
an den Prasenzwochenenden Ubungsaufgaben kooperativ 16sen
und in Teams arbeiten. Dartiber hinaus besitzen sie die Fahigkeit,
in komplexen Situationen zu handeln und Losungen fiir Aufgaben-
stellungen zu entwickeln.

Selbstkompetenz: Die Studierenden kénnen aufgrund der Teamar-
beit problemorientiert diskutieren. Sie haben die Fahigkeit, sich
eine Meinung tiber die Themen von Mathematik 1 zu bilden und
koénnen das erlangte Wissen im Bereich der Informatik einsetzen.

Haufigkeit des Angebots:

Wintersemester

Medienformen:

Studienbriefe in schriftlicher und elektronischer Form, Onlinema-
terial in Lernplattform, Ubungen und Projekt iiber Lernplattform,
Online-Konferenzen, Chat und Forum, Prasenzveranstaltung mit
Rechner und Beamer.
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Literatur:

Als begleitende und vertiefende Literatur wird empfohlen:

Teschl, G.; Teschl, S.: Mathematik fiir Informatiker Band 1:
Diskrete Mathematik und Lineare Algebra, Springer-Verlag,
ISBN 978-3-642-37972-7, Springer; Auflage: 4

Teschl, G.; Teschl, S.: Mathematik fiir Informatiker Band 2:
Analysis und Statistik, Springer-Verlag, ISBN 978-3-642-
54274-9, Springer; Auflage: 3

Arens, T.; Hettlich, F.; Karpfinger, C.; Kockelkorn, U.; Lichte-
negger, K.; Stachel, H.: Mathematik, Springer-Verlag, ISBN:
978-3-827-42347-4, Springer; Auflage: 2

Arens, T,; Hettlich, F.; Karpfinger, C.; Kockelkorn, U.; Lichte-
negger, K.; Stachel, H.: Arbeitsbuch Mathematik - Aufgaben,
Hinweise, Losungen und Losungswege, Springer-Verlag,
ISBN: 978-3-827-42410-5, Springer;

Arens, T.; Busam, F.; Hettlich, F.; Karpfinger, C.; Stachel,
H.; Lichtenegger, K.: Grundwissen Mathematikstudium
- Analysis und Lineare Algebra mit Querverbindungen,
Springer-Verlag, ISBN: 978-3-827-42309-2, Springer;

Houston, K.: Wie man mathematisch denkt - Eine Einfiih-
rung in die mathematische Arbeitstechnik fiir Studienanfén-
ger, Springer Spektrum, ISBN: 978-3-8274-2997-1; Springer
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Mathematische Zeichen

Beziehungszeichen

= gleich ~ ungefdhr gleich
< kleiner oder gleich < kleiner
> grofier > grofier oder gleich
# ungleich
Konstanten
const konstante Grofse (Kon- T Verhiltnis des Kreisum-
stante) fanges zu Kreisdurchmes-
ser
e Eulersche Zahl
Logik
A, B Aussagen A, -A Negation der Aussage A
AnB Konjunktion, logisches AvB Disjunktion, logisches
UND ODER
A=EB Implikation, WENN A4, A< B Aquivalenz, A GENAU
DANN B DANN, WENN B
Mengen und Quantoren
A,B,C Mengen A Komplementmenge von
A
AcB A ist (echte) Teilmenge AcCB A ist Teilmenge von B
von B
A\B Differenzmenge AxB Kartesisches Produkt
xXeA x ist Element von A XA x ist nicht Element von A
AnB Durchschnitt zweier AUB Vereinigung zweier Men-
Mengen gen
@ leere Menge
Vx fiir alle Elemente x Jx es existiert ein Element x
[a,b] abgeschlossenes Intervall | (a,b),]a,b[ offenes Intervall
(a,b],]a,b] linksoffenes Intervall [a,b),[a,b] rechtsoffenes Intervall
Algebra
a Vektor éx,Cy,€; Einheitsvektoren
|al Betrag, Lange des Vek- a-b Skalarprodukt
tors a
axb Vektorprodukt 0 Nullvektor
Ad Multiplikation eines Vek- | @-(bx¢)  Spatprodukt (gemischtes
tors mit einem Skalar Produkt)
A = (a;j) Matrix A mit den Elemen- | AT transponierte Matrix zu
ten q; j A
Al inverse Matrix zu A A* konjungiert transponierte
Matrix zu A
det(A) Determinante der qua- E, (nxn)-Einheitsmatrix

dratischen Matrix A
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Zahlenmengen
@ leere Menge N Menge der natiirlichen Zah-
len: N={1,2,3,...}
Z Menge der ganzen Zahlen: Q Menge der rationalen Zah-
Z={0,1,-1,2,-2,...} len
R Menge der reellen Zahlen C Menge der komplexen Zah-
len
i,j imagindre Einheit Re(z)  Realteil der Zahl z
Im(z) Imaginérteil der Zahl z |z Betrag von z
z* konjugiert komplexe Zahl zu
z
Zahlentheorie
alb a teilt b atb a teilt b nicht
a=bmod aistkongruentzubmo- | p,q Primzahlen
n dulo n
ggT(a,b)  groBter gemeinsamer kgV(a,b) kleinstes gemeinsames
Teiler von a und b Vielfaches von a und b
(G,0) Gruppe G mit Verkniip- (Z,+) Gruppe der ganzen Zah-
fung o len beztiglich der Additi-
on
Z[nZ Restklassen modulo n (Z/nZ,+) Gruppe der Restklassen
modulo n beztiglich der
Addition
Analysis
lim a, =a a ist Grenzwert der Folge a,
lim f(x)=b b ist Grenzwert der Funktion f(x), wenn x gegen xo
X—=>X(
strebt
k
> Summe mit dem Laufindex n von 1 bis k
n=1
k
I1 Produkt mit dem Laufindex n von 1 bis k&
n=1
%}{;x‘)) Differenzenquotient der Funktion f an der Stelle xo
1), f"(x),...,fM(x) erste, zweite, ..., n-te Ableitung der Funktion f(x)
b
[ f(x)dx bestimmtes Integral der Funktion f zwischen den
“ Grenzen a und b
[ f(x)dx unbestimmtes Integral der Funktion f
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Stochastik

Q Ergebnismenge

A Ereignis des durch Q dargestellten Zufallsexperiments (es
gilt Ac Q)

A Gegenereignis zu A (d.h. A = Q\ A)

P(Q) Menge aller Ereignisse des durch Q dargestellten Zufalls-
experiments (formal ist das die Potenzmenge von Q)

Pr Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Ergebnismenge Q

Pr(A|B) Bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung
B

X Arithmetisches Mittel einer gegebenen Datenmenge

R Spannweite einer gegebenen Datenmenge

0 Quartil einer gegebenen Datenmenge

IOR Interquartilsabstand einer gegebenen Datenmenge

o? Varianz einer Stichprobe

Oy Standardabweichung einer Stichprobe

H(X) Entropie einer diskreten Zufallsvariablen X
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Einleitung
Liebe Studierende,

herzlich willkommen zu dem Modul Mathematik 1 in dem Studiengang Bachelor Informatik/IT-Sicherheit.

Zunédchst mochten wir Ihnen einige grundlegende Empfehlungen fiir das Lesen und die Bearbeitung der
Studienbriefe geben. Lesen Sie die Studienbriefe mit Papier und Bleistift. Machen Sie sich Notizen tiber
das Gelesene und halten Sie Gedanken, Fragen und Ideen fest. Wenden Sie das Gelesene auf Beispiele an
und veranschaulichen Sie die Informationen in Zeichnungen und Grafiken. Verwenden Sie zunédchst keinen
Textmarker, sondern nur wenn Sie bereits den Studienbrief komplett gelesen haben, um tatséchlich nur die
wichtigsten Informationen zu markieren.

Lesen Sie die Studienbriefe nicht wie einen Roman. Sie werden bei dem ersten Lesen nicht jedes Detail
erfassen konnen. Daher ist es wichtig, in den Studienbriefen hin und her zu springen und Textpassagen
mehrfach zu lesen, bis deren Bedeutung klar ist.

Seien Sie kritisch und stellen Sie Fragen. Verinnerlichen Sie das Gelesene, indem Sie sorgfaltig lesen und
versuchen, Gegenbeispiele fiir eine falsche Aussage zu finden. Bearbeiten Sie die Kontrollaufgaben sowie die
begleitenden, umfangreichen Ubungen am Ende des jeweiligen Studienbriefs, ohne auf die Losungshinweise
zu schauen. Nur so lésst sich das Gelesene verinnerlichen.

Weiterhin mochten wir Ihnen, bevor Sie mit der Durcharbeitung der Studienbriefe beginnen, einen kurzen
Einblick in die Bedeutung der mathematischen Grundlagen fiir die Informatik geben und Sie dadurch fiir
die intensive Bearbeitung der einzelnen Studienbriefe motivieren.

In dem Studienbrief 1 werden wir die komplexen Zahlen kennenlernen. Diese finden unter anderem ihre An-
wendung in der Wavelettransformation, welche zur Detektion von auftretenden Frequenzen einer bestimmten
zeitlichen Lange verwendet werden. Barford et al. [4] verwendet diese Eigenschaft der Wavelettransformation
zum Auffinden von Anomalien im Netzwerkdatenverkehr.

Ein anschauliches Beispiel fiir die Anwendung der mathematischen Grundlagen aus diesem Modul in
der Informatik stammt aus dem Aufgabenbereich der Kryptographie. Die Inhalte aus dem Studienbrief 3
finden unter anderem dort ihre Anwendung. Ein Ziel der Kryptographie ist es, dass Nachrichten nur vom
vorgesehenen Empfanger gelesen sowie die Identitét eines Absenders verifiziert werden kann. Hierzu wird
insbesondere die algebraische Zahlentheorie eingesetzt, welche Sie in diesem Studienbrief kennen lernen.

In den Studienbriefen 4 und 5 werden wir Vektoren und Matrizen betrachten sowie deren Eigenschaften
kennenlernen. Vektoren und Matrizen werden unter anderem fiir die Repréasentation von Graphen verwendet,
welche bei der Routenplanung, Netzpldnen, elektronischen Schaltungen sowie Gebdudeerkennungen aus
Luftaufnahmen verwendet werden.

Neben der Vermittlung der mathematischen Grundlagen soll dieses Modul Ihre Fahigkeit des abstrakten
und logischen Denkens sowie ihre klare und prézise Ausdrucksweise schulen.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg und Spaf} bei dem Durcharbeiten der Studienbriefe. Gerne méchten wir Sie
bei der (Wieder-)Entdeckung der Mathematik begleiten.

Jessica Steinberger und Harald Baier
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Strukturelemente der Mathematik

Wihrend der Durcharbeitung der Studienbriefe werden Ihnen immer wieder un-
terschiedliche Elemente begegnen, um die Ergebnisse zu strukturieren und dar-
zustellen. Hierzu verwenden Mathematiker Satze, Beweise, Definitionen sowie
Axiome. Nachfolgend werden wir nun die Bedeutung der einzelnen Elemente
beschreiben.

(Mathematischer) Satz

Bei einem mathematischen Satz (oder auch Theorem genannt) handelt es sich um
eine sehr wichtige wahre und bewiesene Aussage. Typischerweise lassen wir das
Adjektiv ‘mathematisch’ weg und sprechen nur von einem Satz.

Satz 0.1: Der grofSe Satz von Fermat

Wenn die nattirliche Zahl n > 2 ist, hat die Gleichung x" +y" = " keine nattir-
lichen Zahlen x,y und z als Losungen.

Beweis

Bei einem Beweis handelt es sich um eine Begriindung, warum eine Aussage
(zum Beispiel eines mathematischen Satzes) wahr ist. Das bedeutet, dass sich jede
Aussage eines Satzes beweisen lassen muss. In einem Beweis werden zunédchst die
Voraussetzungen festgehalten, anschliefiend wird eine Behauptung formuliert und
der eigentliche Beweis begonnen. Das Ende eines Beweises ist entweder mit ,,qed”
(quod erat demonstrandum) oder mit m gekennzeichnet.

Wir beweisen den nachfolgenden Satz wie folgt:

Satz 0.2

Es sei n eine nattirliche Zahl. Dann gilt Y7;_, k = @

Beweis durch Induktion:

Da wir die Aussage fiir alle n € IN zeigen miissen, setzen wir N; = 1.
o Induktionsanfang: Fiir Ny = 1 gilt T2 k=1 und 280D _ 12 _ 1 Also
gilt die Behauptung des Satzes fiir N = 1.
* Induktionsvoraussetzung: Es sein> 1 und es gelte Yj_, k = @
e Induktionsschluss: Es sein>1. Es gilt Y1t k= (X0_ k) +n+1= @ +

n+ 1. In der letzten Gleichung haben wir die Induktionsvorausset-
n-(n+1) n-(n+1)+2(n+1) _ (n+1)-(n+2) Der
2 2 - 2

zung verwendet. Es folgt +n+1=
Induktionsschluss ist also gelungen.

Das zeigt die Richtigkeit des Satzes. |

Beweise in diesem Studienbrief sind der Vollstandigkeit halber aufgefiihrt und
behandeln optionalen weiterfiithrenden Stoff fiir Interessierte. Wir raten Ihnen
dennoch, sich diese Elemente anzuschauen und nachzuvollziehen.
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Definition

Eine Definition ist eine mathematische Erklarung eines neuen Begriffes. Defini-
tionen konnen weder wahr noch falsch sein. Definitionen sind wohldefiniert und
fiihren nicht zu Widerspriichen.

Definition 0.1: Wurzelfunktion

Die Wurzelfunktion ist die Funktion, die jeder nicht negativen reellen Zahl
x die nicht negative reelle Lésung y der Gleichung x = y* zuordnet.

Axiom

Axiome beschreiben mathematische Grundwahrheiten, fiir die es keinen Beweis
gibt. Sie sind eine Art ‘Grundwahrheiten” der Mathematik. Die Gesamtheit der
Axiome heifst das Axiomensystem.

Axiom 0.1: Kleinstes Element einer nichtleeren Menge

Jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen besitzt ein kleinstes Element.
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Studienbrief 1 Mengen und Zahlen

1.1 Lernergebnisse

Nach dem Durcharbeiten dieses Studienbriefes kennen Sie die Grundlagen der
Mengenlehre. Sie lernen auch die elementaren Zahlenmengen der natiirlichen,
ganzen, reellen sowie komplexen Zahlen kennen und anwenden. Sie konnen mit
diesen Zahlen umgehen, insbesondere komplexe Zahlen addieren, subtrahieren,
multiplizieren, dividieren sowie graphisch darstellen. Weiterhin wissen Sie um
die Existenz verschiedener Darstellungsformen der komplexen Zahlen und sind
in der Lage, eine gegebene komplexe Zahl von der einen Darstellungsform in eine
andere Darstellungsform umzuformen.

1.2 Advance Organizer

Die komplexen Zahlen finden un-

ter anderem ihre Anwendung in
Campus TCP, Inbound, 2002-FEB-03 through 2002-FEB-10

der Wavelettransformation, wel- R —

che zur Detektion von auftreten- ;§$ L Wj;mcmm el
den Frequenzen einer bestimm- EE DT
ten zeitlichen Linge verwendet E DT ot TOR Ao ihrina
werden. Barford et al. [4] verwen- %k " ‘|, T—— “.,r__m. N E
det diese Eigenschaft der Wave- BE T 3
lettransformation zum Auffinden :§L'\/ \r\/W\/V\/\NV\/\/\AM vvw\/‘«/tr-wvvf
von Anomalien im Netzwerkda- e — —I'"b“"'"d TCIP p— ""': — E
tenverkehr. Die Detektion eines ;g’- = Iﬂ@—
verteilten Netzangriffs (Denial of R TN N N ~ T
Service, DoS) ist in Abbildung 1.1 T
dargestellt.

Abb. 1.1: Detektion einer DoS Angriffsanomalie [4]

Neben der Wavelettransformati-

on finden die komplexen Zahlen ihre Anwendung bei der Bildverarbeitung, in
der Physik (z.B. in den Maxwellschen Gleichungen des Elektromagnetismus fiir
Handy oder Fernseher), bei der Formulierung von physikalischen Verhalten, bei
der Quantenphysik (z.B. Wellenfunktion der Quantenmechanik, welche u.a. bei
dem DVD-Player seinen Einsatz findet), aber auch in der technischen Informatik.

1.3 Grundlagen der Mengenlehre

Der Begriff Menge spielt eine zentrale Rolle in der modernen Mathematik. Die heuti-
ge Mengenlehre geht auf Georg Cantor (1845-1918) zuriick. Mathematisch korrekte
Mengenlehre ist sehr kompliziert und hat in der Geschichte der Mathematik des
20. Jahrhunderts zu einer fundamentalen Krise gefiihrt. Wir unternehmen daher
nicht den Versuch, eine ,,saubere” Mengenlehre zu behandeln. Vielmehr kommt
es uns darauf an, dass Sie die wichtigsten Begriffe kennen und die wichtigsten
Operationen auf Mengen beherrschen.

Was ist eine Menge? Eine exakte mathematische Definition ist sehr kompliziert.
Georg Cantor beschreibt in seinem 1895 erschienen Aufsatz Beitrige zur Begriindung
der transfiniten Mengenlehre Mengen wie in Definition 1.1 angegeben.

Menge

Was ist eine Menge?
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Wohlunterschie-
den, ungeordnet

Element

Darstellungsformen

Explizite Anga-
be der Elemente

Beschreibung der Eigen-
schaften der Elemente

Definition 1.1: Menge

Unter einer Menge ist jede Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten der Anschauung oder des Denkens zu einem Ganzen
zu verstehen.

Hervorzuheben in der Beschreibung einer Menge nach Definition 1.1 ist der Begriff
wohlunterschieden. Eine mehrfache Aufzdhlung desselben Objekts in einer Menge ist
daher zwar zuldssig, aber nicht sinnvoll. Es gilt z.B. {1,1,1} ={1,1} = {1}. Weiterhin
sind Mengen ungeordnet: es spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge die Elemente
aufgezdhlt werden. Es gilt also {1,4,7} = {1,7,4} = {4,1,7} = {4,7,1} = {7,1,4} =
{7,4,1}.

Mengen bestehen also aus unterschiedlichen Objekten, den Elementen. Ist das
Objekt x ein Element irgendeiner Menge M, so wird dafiir x € M geschrieben. Ist es
aber nicht Element in der Menge M, so wird x ¢ M geschrieben.

Beispiel 1.1: Element

Bezeichnet M die Menge aller Module des Bachelorstudienganges Infor-
matik / IT-Sicherheit an der FAU und ist x das Modul Mathematik 1, so gilt
x € M. Bezeichnet aber M die Menge aller Module des Masterstudiengan-
ges Informatik an der Hochschule Darmstadt und ist x wieder das Modul
Mathematik 1, so gilt x ¢ M. In diesem Studiengang gibt es also kein solches
Mathematikmodul.

Es gibt zwei Moglichkeiten, Mengen darzustellen: durch explizite Angabe der
Elemente oder durch Beschreibung der Eigenschaften der Elemente. Wir stellen
Ihnen diese beiden Moglichkeiten im Folgenden vor.

Bei der expliziten Angabe der Elemente einer Menge wird die Menge durch ex-
plizites Aufzdhlen der Elemente beschrieben. Ist M zum Beispiel die Menge, die
die Zahlen 3, 7 und 1 enthilt, so wird M = {1,3,7} geschrieben. Durch explizite
Angabe konnen auch unendliche Mengen beschrieben werden.

Beispiel 1.2: Menge der nattirlichen Zahlen

Die Menge
N:={1,2,3,4,5,...} (1.1)

heifst die Menge der natiirlichen Zahlen. Es ist zu beachten, dass nach unserer
(klassischen) Definition 0 ¢ IN gilt. Die Menge der natiirlichen Zahlen mit
der Null wird mit INy bezeichnet.

Der Doppelpunkt vor dem Gleichheitszeichen ist zu beachten: Dadurch
wird zum Ausdruck gebracht, dass eine Menge definiert wird.

Bei der Beschreibung einer Menge durch Angabe der Eigenschaften ihrer Elemente.
Dazu ist zunéchst eine Grundmenge anzugeben, aus der die Elemente der Menge
M stammen diirfen. Die Grundmenge bezeichnen wir mit G. Fiir jedes x € G sei
weiterhin eine Eigenschaft E(x) definiert. Dann wird eine neue Menge M durch
M := {x e G| E(x)} beschrieben. Zu M gehdren also alle Elemente aus G, die die
besagte Eigenschaft besitzen.
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Beispiel 1.3: Gerade nattirliche Zahlen
Es bezeichne M die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen. Dann gilt
M = {xeIN | x ist gerade}.

In diesem Fall ist also IN die Grundmenge und die Eigenschaft E(x) ,gerade
sein”. Offensichtlich hat jede natiirliche Zahl genau eine der beiden Eigen-
schaften: Sie ist gerade, oder sie ist es nicht. Abgekiirzt wird auch M = 2IN
geschrieben.

Zum Abschluss dieser Einfithrung geben wir in Definition 1.2 noch die leere Menge
an.

Definition 1.2: Leere Menge

Die leere Menge ist eine Menge, die kein Element enthélt. Sie wird mit @
bezeichnet.

Die leere Menge mag auf den ersten Blick etwas sonderlich wirken, sie wird uns
im Folgenden aber héufig begleiten. Im folgenden Abschnitt fithren wir wichtige
elementare Zahlenmengen wie ganze oder rationale Zahlen ein.

Wichtige Zahlenmengen

In der Mathematik wurden immer wieder neue Mengen definiert. Es werden nun
die wichtigsten Mengen unseres Anschauungsraums kurz vorgestellt. Ausgangs-
punkt war die Menge der natiirlichen Zahlen IN. Diese haben wir in Beispiel 1.2
eingefiihrt. Wir zeigen nun, wie wir ausgehend von IN zu den weiteren elementaren
Zahlenmengen kommen. Dazu seien a und b natiirliche Zahlen, also a,b € IN. Dann
besitzt nicht jede Gleichung der Form a +x = b eine Losung x € IN. Sehen wir uns
dazu Beispiel 1.4 an.

Beispiel 1.4: Nicht l6sbare Gleichung in IN

Wird fiir die Gleichung a+x =b etwa a =5 und b = 3 gewahlt, so ist die
Gleichung nicht in IN 16sbar.

Um Gleichungen wie in Beispiel 1.4 16sen zu konnen, wurden die ganzen Zahlen
eingefiihrt. Die Menge der ganzen Zahlen wird mit Z bezeichnet. In aufzdhlender
Schreibweise gilt

Z:={0,-1,1,-2,2,-3,3,..} = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} . (1.2)

Sind a,b € Z, so kann jede Gleichung der Form a +x = b mit x € Z geldst werden,
denn es gilt x = b—a. Die Losung x ist dann fiir gegebene a,b € Z eindeutig.

Wird aber eine Gleichung der Form a-x = b mit a,b € Z, a # 0 betrachtet, so ist diese
Gleichung im Allgemeinen nicht mit einer ganzen Zahl x 16sbar. Sehen wir uns
dazu Beispiel 1.5 an.

Leere Menge

Ganze Zahlen

Unldsbare Gleichungen
Uber Z
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Reelle Zahlen

Beispiel 1.5: Nicht losbare Gleichung in Z

Die Gleichung 2-x = 1 ist nicht mit einer Zahl x € Z 16sbar.

Die Mathematiker erweiterten daher die Menge der ganzen Zahlen Z zu einer
neuen Menge, die mit Q bezeichnet wird. Q heifst die Menge der rationalen Zahlen.
Die rationalen Zahlen werden tiblicherweise durch Angabe der Eigenschaften ihrer
Elemente beschrieben. Es gilt

Q::{%|meZ,ne]N}. (1.3)

Es ist zu beachten, dass die Division durch 0 nicht zuldssig ist. Daher wére eine
Definition der Form Q := {% | m,n € Z} nicht zulassig. Des Weiteren ist zu beachten,
dass in Gleichung (1.3) keine Grundmenge angegeben wurde, aus der 7 stammt.
Das ist laut obiger Beschreibung von Mengen mittels Eigenschaften ihrer Elemente
nicht zuldssig, aus didaktischen Griinden wird dies aber dennoch zugelassen
(andernfalls miisste vorher eine andere Menge definiert worden sein, die erst
weiter unten abgleitet wird). Dies zeigt auf, wie kompliziert die formal korrekte
Handhabung von Mengen ist.

In der Form von Gleichung (1.3) sind aber nicht alle Elemente der rationalen Zahlen

unterschiedlich, denn es gilt % = % = % =.... Fiir jede rationale Zahl gibt es also
unendlich viele Darstellungen. Dies fiihrt zu der Frage, wie sich eine eindeutige

Darstellung ergibt?

Die Antwort ist die, dass gemeinsame Faktoren in Zihler und Nenner solange
gekiirzt werden, bis keine gemeinsamen Teiler grofier als 1 existieren. Der grofite
gemeinsame Teiler von Zahler und Nenner ist dann 1. Es wird dafiir auch abgekiirzt
ggT(m,n) =1 geschrieben, oder noch kiirzer (m,n) = 1. Daher gilt

Q:{T|m€Z,n€]N,(m,n):l}. (1.4)
n
In Gleichung (1.4) wird jede rationale Zahl eindeutig dargestellt.

In @ sind nun alle Gleichungen der Form a-x = b mit a,b € Q, a + 0 eindeutig 16sbar.
Es gilt x = Z Damit ist  die kleinste unendliche Menge, in der wie gewohnt mit
den vier Grundrechenarten +, —, - und : gerechnet werden.

Die Menge Q ist zwar eine wichtige, aber nicht die letzte Zahlenmenge unseres An-
schauungsraums. Denn eine Gleichung der Form x* = a mit a € IN ist im Allgemeinen
nicht mit einer rationalen Zahl x 16sbar. Betrachten wir dazu Beispiel 1.6.

Beispiel 1.6: Nicht 16sbare Gleichung in Q

Die Gleichung x? = 2 besitzt keine Losung x € Q. Daher folgt v/2 ¢ Q. Das kon-
nen wir an dieser Stelle noch nicht zeigen, Sie werden das aber spater mittels
eines Beweises durch Widerspruch beweisen. Weitere bekannte Zahlen, die
nicht in Q liegen, sind die Kreiszahl 7 und die Eulersche Zahl e.

Die wichtige Menge, die alle rationalen Zahlen, alle Zahlen der Form /x mit
positivem x € Q sowie Zahlen wie 7 und e enthilt, ist die Menge der reellen Zahlen.
Die Menge der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet. An dieser Stelle kann aber
weder durch explizite Angabe noch durch Beschreibung der Eigenschaften von
reellen Zahlen die Menge R definiert werden. Auch dies ist ein Indiz, wie schwierig
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die formale Mengenlehre ist. Und dennoch besitzt jeder eine konkrete Vorstellung
davon, was eine reelle Zahl ist. Eine einfache Interpretation aller positiven reellen
Zahlen sind Langen: Sind zwei verschiedene Punkte gegeben, so gibt es eine
positive reelle Zahl, deren Wert gleich dem Abstand der beiden Punkte ist. Durch
Hinzunahme der Null und der negativen reellen Zahlen ergibt sich so die Menge
R.

Zuletzt betrachten wir noch Gleichungen tiber R, die aber nicht R 16sbar sind.
Beispiel 1.7 erlautert dies an Hand einer bertihmten Gleichung.

Beispiel 1.7: Nicht l6sbare Gleichung in R

Die Gleichung x? = -1 besitzt keine Losung x € R.

In der Mathematik wird eine Losung der Gleichung x* = —1 mit i bezeichnet. Sie
heif8t die imagindre Einheit, da i nicht in unserem Anschauungsraum liegt. Die
Menge

C={x+iy|x,yeR} (1.5)

wird als die Menge der komplexen Zahlen bezeichnet. Eine wichtige Eigenschaft
der komplexen Zahlen ist, dass jede Gleichung mit komplexen Koeffizienten in C
losbar ist. Spater besprechen wir die reellen und komplexen Zahlen detaillierter,
vorher sehen wir uns an, wie wir Mengen miteinander verkniipfen kénnen.

1.4 Operationen auf Mengen

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Operationen auf Mengen vorgestellt.
Hierzu gehoren die Bildung von Teilmengen, Vereinigungsmengen, Schnittmengen
und Komplementen. Bevor diese Operationen erldutert werden, wird zuerst in
Definition 1.3 den Begriff der Ordnung einer Menge eingefiihrt.

Definition 1.3: Ordnung, Kardinalitét

Es sei M eine Menge. Die Anzahl der Elemente von M heifit die Ordnung von
M. Sie wird mit |M| bezeichnet. Kardinalitit ist eine synonyme Bezeichnung
ftir Ordnung.

Die Menge heif3t endlich, falls [M| endlich ist, und unendlich andernfalls.

Beispiel 1.8: Ordnung einer Menge

Es seien die Mengen M := {3,6,1,-1} sowie T := {-1,1} gegeben. Dann gilt
|M| =4 und |T;| = 2. Beide Mengen sind also endlich.

Die Mengen NN, Z Q, R sowie C hingegen sind unendlich.

Zuletzt betrachten wir noch die Ordnung der leeren Menge: da diese kein
Element enthalt, gilt |&] = 0.

Auf Mengen kénnen verschiedene Operationen durchfiihrt werden. Zunéchst wird
der Begriff der Teilmenge eingefiihrt.

Unlésbare Gleichungen
Uber R

Komplexe Zahlen

Ordnung einer Menge

Teilmenge
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Definition 1.4: Teilmenge, Obermenge und Inklusion

Es sei M eine Menge. Eine Menge T heifst Teilmenge von M, falls fiir jedes
x €T auch x e M gilt. Die Menge M heifit dann Obermenge von T .

Ist T eine Teilmenge von M, so wird auch T c M geschrieben. Die Beziehung
c heifst Inklusion.

Zur Notation  Gilt T c M, so wird auch gesagt T ist in M enthalten oder M enthilt T. Andernfalls
wird T ¢ M geschrieben. Oft findet sich auch die Schreibweise T ¢ M zur Angabe,
dass T eine Teilmenge von M ist.

Beispiel 1.9: Teilmengen

Wir betrachten zunéchst die Mengen M := {3,6,1,-1}, T := {-1,1} und 75 :=
{6,5}.
e Esgilt 71 c M, d.h. T ist eine Teilmenge von M, weil beide Elemente
von 77 auch in M liegen. Weiterhin ist M Obermenge von Tj.

e Esgilt T» ¢ M, d.h. T, ist keine Teilmenge von M, weil die Zahl 5 zwar
Element von 75, nicht aber von M ist.

Fiir die in Abschnitt 1.3 betrachteten elementaren Zahlenmengen gilt

NclNygcZcQcRcC.

Gleichheit von Men-  Zwei Mengen M| und M, heifien gleich, falls sowohl M; eine Teilmenge von M,
gen, echte Teilmenge  ist als auch M, eine Teilmenge von M; ist — es gilt also M; c M, und M, c M. Es
wird dann M) = M, geschrieben. Gilt M; c M, und M, ¢ M}, dann heif3t M; eine echte

Teilmenge von M,.

Beispiel 1.10: Gleichheit von Mengen, echte Teilmenge

Wir betrachten die Mengen M := {3,6,1,-1}, T; := {-1,1} sowie N =
{-1,1,3,6}.
® T, ist eine echte Teilmenge von M, weil beide Elemente von T auch
in M liegen, es aber auch weitere Elemente in M gibt, die nicht in 7}
liegen (ndmlich die Zahlen 3 und 6).

* EsgiltM =N, weil beide Mengen jeweils Teilmenge der anderen Menge
sind. Sie haben also die gleichen Elemente.

EulerVenn-Diagramme  Die Inklusion wird gerne durch Euler-Venn-Diagramme visualisiert. Beispiele fiir
solche Diagramme sind in Abbildung 1.2 dargestellt.

Abb. 1.2: Euler-Venn-
Diagramme
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Auf der linken Seite in Abbildung 1.2 gilt T c M, weil jedes Element von T offen-
sichtlich auch in M liegt. Auf der rechten Seite in Abbildung 1.2 gilt T ¢ M, weil es
Elemente von T gibt, die offensichtlich nicht in M liegen. Also ist T in diesem Fall
keine Teilmenge von M.

Aus gegebenen Mengen ergeben sich durch unterschiedliche Mengenoperatio-
nen neue Mengen. Die wichtigsten Mengenoperationen werden in Definition 1.5
eingefiihrt.

Definition 1.5: Vereinigung, Durchschnitt, Komplement von Mengen

Es seien M und N zwei Mengen.
1. Die Vereinigung der Mengen M und N besteht aus allen Elementen,
die in mindestens einer der Mengen M oder N liegen. Formal wird
MUN geschrieben. Es gilt MUN := {x|xeM oder xe N}.

2. Der Durchschnitt der Mengen M und N besteht aus allen Elementen,
die sowohl in M als auch in N liegen. Formal wird M nN geschrieben.
Es gilt also M NN := {x|xeM,xeN}.

3. Die Differenz der Mengen M und N besteht aus allen Elementen, die
zwar in M, nicht aber in N liegen. Formal wird M \ N geschrieben.
Es gilt also M\ N := {x|x e M,x ¢ N}. Die Menge M \ N heifit auch das
Komplement von N in M. Die Menge M \ N wird auch als M ohne N
bezeichnet.

Wir weisen darauf hin, dass bei der Definition der Vereinigung von Mengen das
Wort ,,oder” ein inklusives Oder ist: Die Aussage ist giiltig, falls x in der Menge M,
in der Menge N oder in beiden liegt. In der Mathematik wird meist das inklusive
Oder verwendet.

Beispiel 1.11: Vereinigung, Schnittmmenge, Komplement von Mengen
Betrachten wir zunéchst M := {a,h,k} und N := {b,k,r}. Dann gilt

MUN {a,b,h,k,r}
MnN = {k}
M~N = {ah}

Weitere Mengenoperationen auf den elementaren Zahlenmengen der ganzen
bzw. natiirlichen Zahlen ergeben:

ZuN = Z
ZnN = N
Z\N = {0,-1,-2,-3,..}=7;

Im letzten Beispiel haben wir dabei von der Notation Z; Gebrauch gemacht.
Das hochgestellte Minuszeichen bedeutet, dass wir alle negativen Elemente
der Grundmenge Z beriicksichtigen, der Index Null fiigt schliefSlich noch
die Zahl 0 hinzu.

Bei der Bildung des Durchschnitts zweier Mengen kann es vorkommen, dass es
keine Elemente gibt, die in beiden Mengen liegen. Solche Mengen heifen disjunkt.
Der Durchschnitt disjunkter Mengen ist die leere Menge.

Mengenoperationen

Inklusives Oder

Disjunkte Mengen
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Ordnung der Ver-
einigungsmenge

Kartesisches Produkt

Reelle Ebene

Beispiel 1.12: Disjunkte Mengen

Als Beispiel fiir disjunkte Mengen betrachten wir M := {a,h,k} und N := {b,r}.
Dann gilt
MnN ={a,hk}n{b,r}=2.

Aus Definition 1.3 kennen Sie den Begriff der Ordnung einer Menge. Sind zwei
Mengen M und N gegeben, so stellt sich die Frage, wie [M uUN| von den jeweiligen
Ordnungen von M und N abhéngt. Die Antwort finden Sie in Formel (1.6). Es gilt

IMUN| = M| +|N|~[MAN]|. (1.6)

Zur Motivation von Formel (1.6) sei gesagt, dass wir die Anzahl der Elemente der
Vereinigungsmenge erhalten, indem wir die Ordnungen der beiden Mengen M
und N addieren und davon die Anzahl der Elemente in der Schnittmenge abziehen
— denn die Elemente der Schnittmenge haben wir vorab doppelt gezéhlt, ndmlich
einmal in |M| und einmal in |N]|.

Beispiel 1.13: Ordnung der Vereinigungsmenge
Wir betrachten M := {a,h,k} und N := {b,k,r}. Dann wissen wir bereits

MuN ={a,b,h,k,r} = |MUN|=5
MnN={k} = |MnN|=1
[MuN| = |M|+|N|-|MnN|=3+3-1=5

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird noch das kartesische Produkt von Mengen
eingefiihrt. Dieses hat zum Ziel, geordnete Tupel zu nutzen. In der Informatik
finden Sie dieses Konzept z.B. beim verbreiteten Datentyp Array.

Definition 1.6: Kartesisches Produkt

Es seien M, ..., M, nichtleere Mengen. Das kartesische Produkt der Mengen
Mi,...,M, wird mit M; x ... x M, bezeichnet. Es besteht aus allen n-Tupeln
(ml,...,mn) mit m €M17...,mn EMnZ

My x...xMy:={(my,....m,) |my eMy,....meM,}. (1.7)

Gilt My =...M, = M, so wird auch kurz M" fiir das kartesische Produkt
geschrieben.

Das kartesische Produkt ist benannt nach René Descartes (1596-1650). Er erkannte,
dass die Punkte der reellen Ebene durch Zahlenpaare dargestellt werden kénnen.
Setzen wir in Definition 1.6 M; = M, = R, so ist R x R =: R? die reelle Ebene. Es sei
PeR2. P wird also durch (m;,m;) mit reellen Zahlen m,,m, dargestellt. Typischer-
weise wird m; als x-Koordinate und m; als y-Koordinate von P bezeichnet. In der
Informatik wiirden Sie einen Array der Lange zwei {iber dem Datentyp float zur
Darstellung von Punkten der reellen Ebene verwenden.
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Beispiel 1.14: Anschauungsraum R? B
Unser Anschauungsraum R? ist das kartesische Produkt R x R x R. Jeder

Punkt im R3 wird beschrieben durch ein 3-Tupel (my,ma,m3), die als x-, y-
und z-Koordinate bezeichnet werden.

In der Informatik konnen Sie einen Array des Datentyps float der Lange 3
verwenden, um die Punkte im Anschauungsraum R?* darzustellen. Ist a eine
Instanz eines solchen Arrays, dann gilt folgender Zusammenhang: a[0] ist
die x-Koordinate, a[1] ist die y-Koordinate und a[2] ist die z-Koordinate.

Es ist zu beachten, dass Tupel im Gegensatz zu Mengen geordnet sind. Die Punkte
(1,2) e R? und (2,1) € R? beschreiben also unterschiedliche Punkte. Allgemein
gilt, dass zwei n-Tupel (my,...,m,) und (m},...,m)) gleich sind genau dann, wenn
my =myj,...,my, =m, gilt.

Kontrollaufgabe 1.1: Elemente von Zahlenmengen

Geben Sie jeweils eine Zahl x an, die jeweils die genannte Bedingung er-
fullt:
a) x¢IN,xeZ c) x¢Q,xeR

b) x¢Z,xeQ d) x¢R,xeC,x%i

1.5 Die reellen Zahlen

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit Eigenschaften der reellen Zahlen. An die-
ser Stelle konnen sie zwar nicht formal einfiihrt werden, doch kénnen Sie sich
die reellen Zahlen zum Beispiel als alle moglichen Streckenldngen oder Massen
vorstellen, die in der Natur auftreten. Das sind zun&chst nur die positiven reellen
Zahlen, wobei nattirlich auch die zugehorigen negativen Zahlen sowie die Null
hinzugenommen werden miissen. Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir
mit R.

Oft und gerne werden die reellen Zahlen anhand der Zahlengerade veranschaulicht.
Dabei zeichnen Sie einen horizontalen Pfeil, schreiben rechts die Mengenbezeich-
nung R an den Pfeil und definieren die Lage der Zahl 0 und der Zahl 1, d.h.
Sie legen die Einheitsstrecke fest. Dann konnen Sie noch weitere reelle Zahlen
einzeichnen, wie Sie das zum Beispiel in Abbildung 1.3 sehen.

] ] ] ] ]
T T T T T

3,6 -15 0 1 2.8 R

Arithmetik in R

Im Folgenden werden nun die grundlegenden Eigenschaften der Arithmetik mit
reellen Zahlen vorgestellt, also wie man mit reellen Zahlen rechnet. Dabei kennen
Sie sicher schon die beiden unterschiedlichen Rechenoperationen Addition sowie
Multiplikation. Fiir die Menge der reellen Zahlen ohne die Null wird auch R*
geschrieben; es gilt also R* =R\ {0}.

Bevor wir uns die Eigenschaften der beiden Rechenoperationen reeller Zahlen

Tupel sind geordnet

Veranschaulichung

Zahlengerade

Abb. 1.3: Darstellung der
reellen Zahlen auf der
Zahlengerade.

Die Menge R*

Schreibweise
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Eigenschaften der Ad-
dition reeller Zahlen

Distributivgesetze

Anordnung von R

Anordnungsoperator <

ansehen, mochten wir kurz eine wichtige mathematische Schreibweise an Hand
der Addition erldutern:
+:RxR - R.

Das bedeutet folgendes: das Pluszeichen vor dem Doppelpunkt gibt das Symbol
der Rechenoperation an. Damit ist klar, dass die Funktion "Addition” verwendet
wird. Die Schreibweise R x R besagt, dass die Addition zwei Eingaben benétigt
(ndmlich die beiden Summanden). Schlieslich bedeutet das Symbol — R, dass das
Ergebnis der Addition wieder eine reelle Zahl ist. Damit sind gtiltige Eingaben
sowie die Menge, aus der das Additionsergebnis stammt, festgelegt.

Die Addition in R ist eine Verkniipfung +: R xR — R (d. h. zwei reelle Zahlen wer-

den addiert und auf eine weitere reelle Zahl abgebildet, ndmlich auf deren Summe).

Die Verkniipfung heifSt Addition. Die Addition hat die folgenden Eigenschaften:
(a) Assoziativitit: Es gilt x+ (y+z) = (x+y) +z fir alle x,y,z € R.

(b) Neutrales Element: Es gibt eine reelle Zahl 0 mit x+0 = x fiir alle x € R. Die
Zahl 0 heifSt das neutrale Element der Addition.

(c) Additiv Inverses: Fiir jedes x € R gibt es ein x" € R mit x+x" = 0. Die Zahl x’
heift das additiv Inverse zu x. Meist schreibt man —x fiir das additiv Inverse.

(d) Kommutativitdt: Es gilt x+y = y+x fiir alle x,y € R.

Kontrollaufgabe 1.2: Eigenschaften der Multiplikation in R

Geben Sie analog zur Addition die Eigenschaften der Multiplikation in R
an.

Nachdem wir nun mit der Addition und Multiplikation reeller Zahlen zwei arith-
metische Operationen kennen, erldutern wir, wie diese beiden Operationen in
gemischten Ausdriicken verwendbar sind. Es gelten die folgenden Distributivgeset-
ze fir alle x,y,z € R:

@) x-(y+z)=x-y+x-z

(b) (x+y)-z=x-z+y-z.

Vielleicht erinnern Sie sich noch an die Regel ‘Punktrechnung vor Strichrechnung’
aus der Schule. Gerechtfertigt wird diese Priorisierung der Multiplikation durch
die Distributivgesetze.

Ungleichungen

Bei der Beschreibung der Zahlengerade wurde ausgehend von einer Zahl 0 de-
finiert, wo positive bzw. negative reelle Zahlen beziiglich der 0 liegen. Intuitiv
ist bekannt, dass positive Zahlen grofier sind als die 0 und dass negative Zahlen
kleiner sind als die 0. Positive Zahlen liegen rechts von der 0, negative links von ihr.
Allgemein ist eine Zahl x € R grofer als eine Zahl y € R, wenn sie rechts von y auf
der Zahlengerade liegt. Es wird dann x > y geschrieben. Analog ist x € R kleiner als
y € R, wenn sie links von y auf der Zahlengerade liegt. Ebenso ist intuitiv bekannt,
dass zwei reelle Zahlen stets vergleichbar sind, d.h. es gilt entweder x <y, x>y oder
x=y. Es wird dafiir auch gesagt, R sei angeordnet.

Es ist iiblich, die Moglichkeiten x <y und x = y zusammenzufassen und dafiir x <y
zu schreiben. Wir nennen < den Anordnungsoperator. Wir fassen die Eigenschaften
der Anordnung reeller Zahlen zusammen. Fiir x,y,z € R gilt:
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1. Es gilt x <y oder y < x: Zwei reelle Zahlen sind also stets miteinander ver-
gleichbar.

Es gilt x < x: Jede reelle Zahl ist mit sich selber vergleichbar.
Aus x <y und y <x folgt x = y: Es gibt keine echte Schleifen in R.

Aus x <y und y < z folgt x < z: Die Anordnung < ist auf R transitiv.

GOk » N

Aus x <y folgt x+z<y+z fur alle z € R: Die Anordnung < ist invariant unter
der Addition, d.h. Addition einer reellen Zahl z dndert also nichts an der
Relation <.

6. Aus x<yund 0<zfolgt x-z<y-z: Die Anordnung < ist invariant unter der
Multiplikation mit einer nicht-negativen reellen Zahl.

Gilt x <y, so kann auch y > x geschrieben werden. In der ersten Schreibweise wird
,x ist kleiner (oder) gleich y”, in der zweiten Schreibweise wird ,,y ist grofier (oder)
gleich x” gesagt. Gilt sogar x <y (also x <y und x # y), so wird ,x ist kleiner als y”
gesagt.

Intervalle

Intervalle sind bestimmte Teilmengen von R. Zum Beispiel ist die Menge {x €
R |3 <x<4} ein Intervall. Zu diesem Intervall gehoren alle reellen Zahlen, die
grofier gleich 3 und kleiner gleich 4 sind. Definition 1.7 gibt vier verschiedene
Moglichkeiten fiir solche beschréankte Intervalle an.

Definition 1.7: Beschrankte Intervalle

Esseiena,be R, a<b.
1. Die Menge [a,b] := {x€R |a <x < b} heifst das abgeschlossene Intervall
zu den Intervallgrenzen a und b.

2. Die Menge [a,b[:= {xe R |a <x<b} heifdt das (rechts) halboffene Intervall
zu den Intervallgrenzen a und b. Manchmal wird dies auch geschrieben
als [a,b).

3. Die Menge a,b] := {xeR |a < x<b} heiflt das (links) halboffene Intervall
zu den Intervallgrenzen a und b. Manchmal wird dies auch geschrieben
als (a,b].

4. Die Menge |a,b[:={x € R |a < x < b} heifit das offene Intervall zu den
Intervallgrenzen a und b. Manchmal wird dies auch geschrieben als

(a,b).

Ist das Intervall beschrankt, so heifst die positive Zahl b —a die Intervalllinge. Es
ist zu beachten, dass Intervalle Mengen sind, auch wenn ihre Darstellung nicht
die geschweiften Klammern verwendet. Nach Definition 1.7 ist dies aber zuléssig,
da Intervalle eben durch solche Mengen definiert werden. Meist wird fiir die
Bezeichnung von Intervallen einer der Buchstaben I oder J verwendet. Intervalle
kénnen am Zahlenstrahl verdeutlicht werden, wie Sie Beispiel 1.15 entnehmen
kénnen.

GrolReroperator

Intervalle

Intervalllange
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Mengenoperatio-
nen auf Intervallen

Unendlich oo

Abstand

Beispiel 1.15: Intervalle am Zahlenstrahl

Wir stellen die folgenden vier beschriankten Intervalle am Zahlenstrahl
dar:
1. Intervall [; := [7,4]:

32 34 36 38 40

2. Intervall I := [-3;5,5]:

-2 0 2 4 6

3. :=[-3;-0,5]:

-3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5

27 28 29 30 31

Da Intervalle Mengen sind, kénnen auf ihnen verschiedene Operationen durch-
fithrt werden. Betrachten wir die Intervalle aus Beispiel 1.15. Es ist I} := [7,4] eine
Teilmenge von I := [-3;5,5], es gilt also /; c I,. Weiterhin kann die Vereinigungs-
menge, Schnittmenge und die Komplementmenge von zwei Intervallen gebildet
werden. So ist zu erkennen, dass I) N, = [x,4] =1, [ NIz = @ sowie I} N1y = @ ist. Laut
der Definition 1.7 ist daher die Schnittmenge zweier Intervalle im Allgemeinen kein
Intervall. Gleiches gilt fiir die Vereinigung und die Komplementmenge von zwei
Intervallen. Beispielsweise ist die Menge I; Ul3 = [-3;-0.5]u [7,4] offensichtlich
kein Intervall.

In Kontrollaufgabe 1.3 sollen Sie unbeschréankte Intervalle betrachten. Dazu beno-
tigen Sie das Symbol oo, mit dem {tiblicherweise Unendlich dargestellt wird.

Kontrollaufgabe 1.3: Unbeschrinkte Intervalle

Es sei a € R. Geben Sie analog zu den beschrédnkten Intervallen jeweils
vier Moglichkeiten fiir unbeschrénkte Intervalle an (im Hinblick auf die
Eigenschaft offen / abgeschlossen). Dabei ist eine Intervallgrenze —co oder
oo (Achtung: Inklusives Oder).

Betrag

Den Begriff Abstand kennen wir aus unserem alltaglichen Leben. Es ist intuitiv
klar, was mit dem Abstand zweier reeller Zahlen gemeint ist, wenn sie auf der
Zahlengerade betrachtet werden. Es ist auch klar, dass dieser Abstand nie negativ
ist. Der Betrag einer reellen Zahl in Definition 1.8 formalisiert diesen intuitiven
Begriff Abstand.

Definition 1.8: Betrag

Es sei x € R. Fiir x > 0 wird |x| := x gesetzt, fiir x < 0 wird |x| := —x gesetzt. Die
Zahl |x| heif3t der Betrag von x
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Beispiel 1.16: Betrag

Fiir den Betrag der folgenden reellen Zahlen gilt:

° |6,43|=6,43
e 0]=0
° |_77;|:71;

Der Betrag einer reellen Zahl ist nicht negativ. Sind xp und € reelle Zahlen, € > 0, so
ist zu erkennen (z. B. auf der Zahlengerade), dass alle Zahlen x, die die Ungleichung
|x—xo| < € erfiillen, im abgeschlossenen, beschrankten Intervall [xo — €,x0 + €] liegen.
Dieses Intervall hat die Lange 2¢. Es heifit die e-Umgebung der Zahl xy.

Die Betragsfunktion hat eine Reihe von Eigenschaften. Fiir x,y € R gilt:

L eyl = - [yl-
2. Dreiecksungleichung: |x+y| < [x|+y].

3. o=yl 2 el =Iyl

Kontrollaufgabe 1.4: Dreiecksungleichung

Geben Sie fiir die Dreiecksungleichung reelle Zahlen x und y mit der Eigen-
schaft |[x+y| < |x| +|y| an.

1.6 Komplexe Zahlen

In diesem Abschnitt wird die Menge der komplexen Zahlen behandelt. Sie ist
definiert als die Menge C = {x+iy | x,y € R}. Dabei ist i eine Losung der Gleichung
X2 +1=0.Es giltalso i* = —1. Die Zahl i heif}t die imagindre Einheit. Sie wurde von
L. Euler im Jahr 1777 eingefiihrt. Komplexe Zahlen sind in vielen technischen Dis-
ziplinen wichtig, insbesondere der Informatik. Mit den komplexen Zahlen lassen
sich periodische Vorginge der Natur besonders einfach beschreiben.! Weiterhin
sind sie auch bei der Bildverarbeitung (z. B. JPEG) wichtig.”

Typischerweise wird eine komplexe Zahl mit dem Buchstaben z bezeichnet. Es
sei also z € C. Aus der Definition der komplexen Zahlen wird abgeleitet, dass es
reelle Zahlen x und y gibt mit z = x + iy, deren Bezeichnung wir in Definition 1.9
angeben.

Definition 1.9: Realteil und Imaginérteil von komplexen Zahlen

Fiir eine komplexe Zahl z = x +yi heifit x der Realteil von z, y heifst der Imagi-
ndrteil von z. Man schreibt Re(z) = x fiir den Realteil von z und Im(z) =y fiir
den Imaginarteil von z.

Komplexe Zahlen z mit Re(z) = 0 heifien (rein) imagindr. Rein imaginare
komplexe Zahlen sind also von der Form z = iy mit y € R.

Es ist zu beachten, dass Real- und Imaginirteil reelle Zahlen sind. Insbesondere
gilt Im(z) # yi. Die Angabe yi als Imaginarteil der komplexen Zahl x +yi ist ein sehr

! Fourierreihen und Fourierintegrale
2 Die diskrete Fouriertransformation ist grundlegend fiir die Bildverarbeitung.

£-Umgebung einer
reellen Zahl

Eigenschaften des
Betrags

Komplexe Zahlen

Real-/Imaginarteil

Real- und Imaginarteil
sind reell
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GauBsche Zahlenebene

Addition kom-
plexer Zahlen

verbreiteter Fehler. Eine komplexe Zahl z, deren Imaginérteil gleich 0 ist, kann
auch als reelle Zahl interpretiert werden. So ergeben sich alle reelle Zahlen. Ist
x € R vorgegeben, so ist z := x+0i eine komplexe Zahl mit Re(z) =x und Im(z) = 0. Es
gilt also R = {ze C |Im(z) = 0}. Es folgt R c C. Ebenso gilt, dass die Addition und
Multiplikation zweier komplexer Zahlen mit Imaginérteil 0 jeweils wieder eine
komplexe Zahl mit Imaginérteil 0 ergibt.

Beispiel 1.17: Real- und Imaginérteil
Fiir z =3 +4i gilt Re(z) =3 und Im(z) = 4.

Die komplexe Zahl w = -2i ist rein imagindr, es gilt Re(w) = 0 und Im(w) =
-2.

Komplexe Zahlen werden typischerweise in der Gauf$schen Zahlenebene veranschau-
licht. Die Gaufische Zahlenebene stellt eine komplexe Zahl in einem zweidimensio-
nalen kartesischen Koordinatensystem dar. Die GaufSssche Zahlenebene ergibt sich
aus der bekannten zweidimensionalen reellen Zahlenebene (x-y-Ebene), indem
auf der x-Achse der Realteil von z und auf der y-Achse der Imaginérteil von z
abgetragen wird. Die Zahl x +yi entspricht also dem Punkt (x,y) und umgekehrt.
Wir werden im Folgenden die Gauf$sche Zahlenebene nutzen.

Kontrollaufgabe 1.5: Realteil und Imagindrteil komplexer Zahlen

Geben Sie fiir die folgenden komplexen Zahlen jeweils den Real- und den
Imaginérteil an:

a) z=2-5i d) z=i
b) z=/5i e) z=0
c) z:—é

Kontrollaufgabe 1.6: Realteil und Imaginérteil komplexer Zahlen

Geben Sie die komplexen Zahlen an, welche den folgenden Real- und Ima-
ginérteil besitzt:

a) Re(z) = -4,Im(z) =7 c) Re(z) = 1,Im(z) =0
b) Re(z) = ¥2,Im(z) = 1 d) Re(z) =0,Im(z) =7

1.6.1 Addition/Subtraktion komplexer Zahlen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Addition und Subtraktion komplexer
Zahlen.

Addition komplexer Zahlen

Die Addition von zwei komplexen Zahlen ist dhnlich der bereits bekannten reellen
Addition. Sind z; = x; +y1i und z3 = x2 + y2i komplexe Zahlen, so setzt man

21+22:= (X1 +x2) + (y1 +y2)i.

Komplexe Zahlen werden also addiert, indem die jeweiligen Real- und Imaginér-
teile addiert werden.
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Beispiel 1.18: Addition komplexer Zahlen
Gegeben sind z; =4 +2i und z = -2 +i. Dann gilt:

21+22=(4-2)+(2+1)i
=2+3i.

Die Veranschaulichung der Addition in der Gaufischen Zahlenebene ist in
Abbildung 1.4 dargestellt.

Im
A RAN
2047 ;
.-~ 1.5
= z 1.0} Z4
0.5F
' ' ' ' ' > Re
-2 -1 1 2 3

Abb. 1.4: Addition der komplexen Zahlen z; =4+2iund zp = -2 +1.

Eine komplexe Zahl z ist auch als Pfeil vom Nullpunkt zu dem entsprechenden
Punkt (x,y) in der Gaufischen Zahlenebene vorstellbar. Dieser Pfeil wird als Zeiger
zur komplexen Zahl z bezeichnet. Die Addition der komplexen Zahlen entspricht
der gewohnten Addition der Zeiger: Die Zahlen z; und z, werden addiert, indem
der zu z, gehérende Zeiger entlang des zu z; gehdrenden Zeigers parallel verscho-
ben wird. Der zu z; + 2z gehdrende Zeiger ist dann der Pfeil vom Nullpunkt zu der
Spitze des parallel verschobenen Zeigers zu z> (siehe Abbildung 1.4).

Real- und Imaginérteil von komplexen Zahlen haben im Hinblick auf die Addition
komplexer Zahlen folgende Eigenschaft: Es gilt Re(z; +z2) = Re(z1) +Re(z2) und
Im(z; +z2) = Im(z;) + Im(z2). Denn nach Definition des Realteils und Definition
der Addition berechnen wir Re(z; +z2) =Re((x1 +x2) + (y1 +y2)i) =x1 +x2 =Re(z1) +
Re(z2). Gleiches gilt fiir die Imaginarteile.

Kontrollaufgabe 1.7: Addition komplexer Zahlen

Berechnen Sie die komplexe Zahl z =z +z; fiir z; =3 +iund z = 1 - 2i.

Subtraktion komplexer Zahlen

Fiir die Erklarung der Subtraktion komplexer Zahlen gilt: Sind z; = x; +y;i und
22 = xp +y»i komplexe Zahlen, so wird

z1—22:= (x1—x2) + (y1 —y2)i

gesetzt. Komplexe Zahlen werden also subtrahiert, indem die Real- und Imaginar-

teile jeweils subtrahiert werden.

Veranschaulichung:
Zeiger

Subtraktion komplexer
Zahlen
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Beispiel 1.19: Subtraktion komplexer Zahlen

Gegeben ist z; =4 +2i und z; = -2 +i. Dann gilt:

z71-22=(4-(-2))+(2-1)i
=6+i.

Die Darstellung der Subtraktion dieser komplexen Zahlen mit Hilfe ihrer
Zeiger findet sich in Abbildung 1.5. Es ist zu beachten, dass nun der Zeiger
zu -z an die Spitze des Zeigers zu z; gesetzt wird, um den Zeiger zu z; -z
zu erhalten.

Im
A
1.5}
Z4 Ss
z 1.0

0.5

Z41-2Z

Re

\j

-0.5F -z

-1.0f A

Abb. 1.5: Subtraktion der komplexen Zahlen z; =4+2iund zp = -2 +1.

Kontrollaufgabe 1.8: Subtraktion komplexer Zahlen

Berechnen Sie die komplexe Zahl z=z; -z fiir z; =3 +iund z = 1 - 2i.

1.6.2 Potenzen der imaginaren Einheit

Potenzen derima-  Als Néchstes werden die Potenzen i* der imaginaren Einheit i fiir k € INy betrachtet.
gindren Einheit  Es gilt:

P=iti=—1-i=—i

=2 =-1-(-1)=1

Das Ergebnis einer Potenz mit k > 4 kann mithilfe einer Division mit Rest ermittelt
werden. Hierzu wird durch die Division durch 4 mit Rest eine natiirliche Zahl
g und eine nicht-negative ganze Zahl r mit 0 < r < 3 gefunden, die die Gleichung
k = 4q+r erfiillen. Es folgt i* = i**" = j*.i" =", da i* = 1 gilt. Weiterhin folgt i* = 1
fiirr=0,%=ifirr=1, % =—1 fiir r = 2 sowie ¥ = —i fiir r = 3.
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Beispiel 1.20: Potenzen komplexer Zahlen

Wir berechnen die komplexe Zahl z = i'°.

j19 _ 443

:1.(_1).,'

=—i.

Alternativ folgt das Ergebnis aus obiger Uberlegung mit r = 3 fiir die Division
von 19 durch 4 mit Rest.

Kontrollaufgabe 1.9: Potenzen komplexer Zahlen

Berechnen Sie die komplexe Zahl z = i°%.

Kontrollaufgabe 1.10: Komplexe Zahlen

Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke (geben Sie insbesondere Real- und
Imaginérteil des Ergebnisses an) ohne Zuhilfenahme des Rechners.
a) z; =1 b) z(5i)’

i

1.6.3 Multiplikation komplexer Zahlen

Zur Multiplikation zweier komplexer Zahlen z; und z, werden zunéchst im Produkt
71 7o die Koeffizienten der Potenzen von i = 1, i! =i sowie i gesammelt und
anschliefend die Gleichung i* = -1 ausgenutzt. Es gilt also

2122 = (x1 +y10) - (x2 + y2i)
= (1 x2) + (X1 -2 +x2-y1) i+ (V1 -y2) - i
= (x1-x2=y1-y2) + (X1 -y2+x2-y1) 0. (1.8)

Beispiel 1.21: Multiplikation komplexer Zahlen
Fiir die Multiplikation wird z; =2 +i und z, = -3 - i betrachtet. Es gilt
21°22=(2+i)-(-3-1i)
=-3.24(-3:1+(-1)-2)-i+(-1)-1-#
=(-3-2-(-1)-1)+(-3-1+(-1)-2)-i
=-5-5-i.

Die Multiplikation dieser Zahlen in der Gaufischen Zahlenebene ist in Ab-
bildung 1.6 dargestellt.

Multiplikation komplexer
Zahlen
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Zy =1lr

VAR %)

Abb. 1.6: Multiplikation der komplexen Zahlen z; =2+iund zp = -3 —1.

Kontrollaufgabe 1.11: Multiplikation komplexer Zahlen

Berechnen Sie die komplexe Zahl z = z; -z fiir z; = 7+2i und zp =4 - 5i.

1.6.4 Betrag komplexer Zahlen
Als Nichstes wird der Betrag einer komplexen Zahl eingefiihrt.

Definition 1.10: Betrag von komplexen Zahlen

Ist z=x+yi€C, so ist der Betrag von z der Abstand des Punktes (x,y) in der
Gaufsschen Zahlenebene vom Nullpunkt (also von der komplexen Zahl 0).
Es wird |z] fiir den Betrag von z geschrieben.

Die geometrische Interpretation des Betrages einer komplexen Zahl 7 ist in Abbil-
dung 1.7 dargestellt.

Abb. 1.7: Betrag einer Im
komplexen Zahl z

1z]

-

Re

Elementar geometrisch ist zu erkennen, dass der in Definition 1.10 angegebene
Abstand fiir z = x+yi gleich \/x? +y? ist. Es gilt also |z| = \/x? + y>. Denn der Nullpunkt
(0,0), der Punkt (x,y) und der Punkt (x,0) bilden ein rechtwinkliges Dreieck mit
den Kantenlidngen [x| (Strecke (0,0)(x,0)), [y| (Strecke (x,0),(x,y)) und \/x2+y?
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(Strecke (0,0), (x,y)), sofern z # 0 gilt. Das ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras.
|z| ist also eine reelle Zahl, und es gilt |z| > 0.

Beispiel 1.22: Betrag einer komplexen Zahl

Wir visualisieren zunéchst den Betrag der komplexen Zahlen z; = -3 —i und
720 =2 +i in der Gauf$schen Zahlenebene und berechnen den Abstand zum
Ursprung mithilfe des Satzes des Pythagoras.

Abb. 1.8: Multiplikation der komplexen z; =-3—-iund zp =2 +1.

Es gilt |z1] = 1/(=3)2 + (=1)2 = /10 sowie |z2| = V22 + 12 = /5.

Die Betragsfunktion hat auf C analoge Eigenschaften wie die Betragsfunktion
reeller Zahlen. Sind w,z € C, dann gilt:

1wz =|w|-[2].

2. Dreiecksungleichung: |w+z| < |w| + 2.

3. lw—z|>|w|-|z.

Kontrollaufgabe 1.12: Betrag komplexer Zahlen

Berechnen Sie den Betrag der folgenden komplexen Zahlen:
a) z=-2+0i c) z=4i

b) z=3+4i

1.6.5 Konjugiert komplexe Zahlen

In diesem Abschnitt betrachten wir konjugiert komplexe Zahlen.

Definition 1.11: Konjugiert komplexe Zahl

Fiir eine komplexe Zahl z = x+ yi heifst 7 := x—yi die zu z konjugiert komplexe
Zahl. Es wird auch z* fiir die zu z konjugiert komplexe Zahl geschrieben.

Es ergibt sich aus z die konjugiert komplexe Zahl z, indem der Realteil konstant
gehalten wird und der Imaginérteil mit —1 multipliziert wird. Geometrisch ergibt
sich der Punkt zu 7 in der Gauf$schen Zahlenebene, indem der Punkt zu z an der
horizontalen Achse (der "x-Achse’ bzw. Realteilachse) gespiegelt wird.

Eigenschaften der Be-
tragsfunktion

konjugiert komplexe Zahl

D
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Das Produkt z-7Z

Eigenschaften
der Konjugation

Beispiel 1.23: Konjugiert komplexe Zahlen

Fiir die Zahlen z; = -3 —iund z =2 +i gilt 71 = -3 +i und z; = 2-i. Die geo-
metrische Interpretation ist in Abbildung 1.9 dargestellt.

Im

= A

0.5¢

74 -0.5F Z

-1.0¢

Abb. 1.9: Konjugiert komplexe Zahlen zu z; = -3-iund zp =2 +1.

Eine Rechnung zeigt, dass z-7 = (x+yi) - (x—yi) = x* + y* ist. Das entspricht aber
genau dem Quadrat von |z|. Insbesondere ist z-Z € R, hat also den Imaginérteil 0.

Die Konjugation in C hat eine Reihe von Eigenschaften. Fiir z;,z; € C gilt:
1. Zr=2.

2. 1 +2=721+22.

3. 21 2=721"22.

2

4.Gﬂn3¢&(z):“.

21
22 2

Kontrollaufgabe 1.13: Konjugiert komplexe Zahlen

Geben Sie jeweils die konjugiert komplexe Zahl 7 an:
a) z=3i b) z=3-5i

1.6.6 Division komplexer Zahlen
Es seien zwei komplexe Zahlen z; und z, gegeben, wobei noch z, # 0 gefordert wird.
Wenn nun der Quotient % berechnet werden soll, so bedeutet dies, dass der Real-
und Imaginérteil der komplexen Zahl % bestimmt werden soll. Dazu wird der
Bruch % mit z; erweitert:

I _u2 a2

2 wn P
Dann ist der Nenner eine reelle Zahl, und es kann der Real- und Imaginérteil
berechnet werden.
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Beispiel 1.24: Division einer komplexen Zahl mithilfe des multiplikativ In-
versen

Wir berechnen den Quotient % fiir z; =2 +3i und z, = 1 - 2i. Hierzu wird der
Bruch mit z; = 1 +2i erweitert und wir erhalten

i _2n

2 2222
_(2+3i)- (1+20)
C(1-20)-(1+20)
_—A4+Ti
-5

=-0,8+1,4i.

Also gilt Re( fj) =-0,8 und Im(%fgi =1,4.

Kontrollaufgabe 1.14: Division einer komplexen Zahl

Berechnen Sie den Quotienten % fiir 71 =4-2i und 7, = 6+ 8i.

1.6.7 Darstellungsformen komplexer Zahlen

Komplexe Zahlen besitzen unterschiedliche Darstellungsformen, welche wir in
diesem Abschnitt ndher betrachten wollen. Diese unterschiedlichen Darstellungs-
formen fiir komplexe Zahlen lauten: (i) Kartesische Form, (ii) Trigonometrische

Form oder Polarform und (iii) Exponentialform.

Kartesische Form

Die bisher verwendete Darstellung komplexer Zahlen heift die kartesische Form. In
dieser Form wird die komplexe Zahl als formale Summe ihres Real- und Imaginé&r-
teils geschrieben. Ihren Namen verdankt diese Darstellungsform der Tatsache, dass
die kartesische Form die Koordinaten des zugehorigen Punktes in der Gaufsschen
Zahlenebene verwendet, und die Gaufdsche Zahlenebene ist eben ein zweidimen-

sionales kartesisches Koordinatensystem.

Beispiel 1.25: Kartesische Form

Wir betrachten die komplexe Zahl z; = 2 +i und stellen diese in der kartesi-
schen Form in der Gaufischen Zahlenebene dar.

Im
A
0.8}
V4
0.6} !
0.4f
0.2f
' ' ' > Re
0.5 1.0 15

Abb. 1.10: Kartesische Form der komplexen Zahlen z; =2 +1i.

kartesische Form




Seite 38

Studienbrief 1 Mengen und Zahlen

trigonometrische Form

Abb. 1.11: Herleitung der
trigonometrischen Form
einer komplexen Zahl.

Polarform

BogenmaR

Rechter Winkel

Trigonometrische Form oder Polarform

Die trigonometrische Form verwendet die trigonometrischen Funktionen Sinus und
Cosinus zur Beschreibung einer komplexen Zahl. Es sei eine komplexe Zahl in der
kartesischen Schreibweise gegeben, etwa z = x +yi. Es wird z # 0 vorausgesetzt und
wir betrachten das rechtwinklige Dreieck mit den Kanten (0,0)(x,0), (x,0), (x,y)
und (0,0)(x,y) (siehe auch Abbildung 1.11b).

Im Im
1.5} 1.5}
r cos .
1.0F P(r,¢) 10.--..-----.-----.5@_ __________ Z=X+yl
r ' i
0.5 0.5 1rsin(g)
0.0 . . : Re 0.0 . . . Re
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
(a) Komplexe Zahl in Polarkoordinaten (b) Komplexe Zahl in kartesischer Form

Es wird mit r der Betrag von z bezeichnet (es gilt also r:=|z| = \/x? +?) und mit ¢

der Winkel zwischen den Kanten (0,0)(x,0) und (0,0)(x,y). Nach Definition der
Funktionen sin und cos gelten dann folgende Beziehungen (siehe auch Abbildung
1.11b):

sin(p) ==, (1.9)

cos(p) ="-. (1.10)

SN IlRS I

Die Gleichungen (1.9) und (1.10) liefern die trigonometrische Darstellung von z,
wenn diese Gleichungen nach x und y aufgel6st und in die kartesische Darstellung
von z eingesetzt werden. Es gilt dann

z=x+yi=rcos(@)+rsin(@)i=r-(cos(¢)+i-sin(p)) . (1.11)

Die Darstellung z = r- (cos(¢) +i-sin(¢)) heifst die Polarform oder trigonometrische
Form der komplexen Zahl z. In der Polarform ist r der Betrag von z und ¢ ist der
Winkel von z.

In der Mathematik ist es tiblich, Winkel nicht mit dem Gradmafs anzugeben, son-
dern mit dem Bogenmaf. Das Bogenmaf3 ist definiert als die Lange des Kreisbogens
am Einheitskreis (also des Kreises vom Radius 1), die zu einem vorgegebenen
Winkel gehort, wobei stets die Bogenlange beginnend vom Punkt (1,0) gegen den
Uhrzeigersinn (d.h. in mathematisch positiver Richtung) berechnet wird (siehe
Abbildung 1.12).

Wird nun etwa der rechte Winkel betrachtet, so hat dieser im Gradmaf’ die Grofie
90°. Die Bogenldnge des rechten Winkels ist 7 (da die Bogenlinge des vollen
Kreisumfangs gleich 27 ist und der rechte Winkel ein Viertel des Vollwinkels ist).
Im Bogenmaf hat der rechte Winkel daher die Grée 7. Winkel im Bogenmaf sind
dimensionslos. Das Vorzeichen von Winkeln wird so gezihlt: Typischerweise wird
von der positiven x-Achse ausgegangen. Bei Drehung gegen den Uhrzeigersinn
wird der Winkel positiv gezahlt, bei Drehung mit dem Uhrzeigersinn negativ. Die
Winkel im Grad- und Bogenmaf sind in Abbildung 1.12 dargestellt.
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Der Winkel ¢ in der Polarform wird tiblicherweise aus dem halboffenen Intervall
| -7, 7] gewdhlt. Dann ist ¢ fiir ein gegebenes z eindeutig. Es sollte klar sein,
dass die Wahl ¢ +2kr fiir jedes k € Z die gleiche komplexe Zahl bezeichnet. Der
Winkel ¢ heifit Argument der komplexen Zahl z, geschrieben als arg(z). Es wird stets
arg(z) €] -, ] gewdhlt. Es ist auch zu beachten, dass die Zahl z = 0 kein Argument
besitzt, da wegen r = 0 jeder Winkel ¢ eingesetzt werden konnte.

In der Polarform wird eine komplexe Zahl z + 0 also beschrieben durch ein 2-
Tupel (r,9) e R*x] -z, 7], die Zahl z = 0 wird durch r = 0 beschrieben. Das sind die
Koordinaten der komplexen Zahl in Polarform.

Die Umrechnung in die kartesische Form erfolgt gemafs der Gleichungen (1.9)
und (1.10). Sind r sowie ¢ gegeben, so erhalten wir die kartesischen Koordinaten
mittels x = rcos(@) sowie y = rsin(@). Da die Umrechnung fiir z = 0 trivial ist, wird
im Folgenden z # 0 vorausgesetzt.

Nun sei z # 0 in der kartesischen Form gegeben. Es sei also z = x+yi mit x,y € R. Es
wird die Polarform berechnet. Es muss also der Betrag r und der Winkel ¢ bestimmt
werden, um z in der Polarform darzustellen. Fiir den Betrag ist aus Definition 1.10
die Formel r = 1/x2 +y? bekannt. Um den Winkel ¢ aus dem bekannten Realteil
x und Imaginérteil y zu berechnen, wird Abbildung 1.12 betrachtet. Es werden
folgende Félle unterschieden:

1. Giltx=0,sowird ¢ = 7 fiir y > 0 gesetzt und ¢ = -7 fiir y <0.
2. Gilty=0, so wird ¢ =0 fiir x> 0 und ¢ = 7 gesetzt fiir x < 0.

Abb. 1.12: Winkel im
Grad- und Bogenmaf

Argument

Koordinaten

Umrechnung Polarform in
kartesische Form

Umrechnung kartesische
Form in Polarform
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Tabelle 1.1: Bestimmung
des Argumentes fur kom-
plexe Zahlen in Polarform

3. Nun seien x # 0 # y. Es wird das Dreieck in Abbildung 1.11 betrachtet. Es

gilt tan(¢@) = 7, also ¢ = arctan(}). Allerdings gilt ¥ = =, so dass also nicht
eindeutig aus dem Wert * mittels der Arcustangensfunktion der Winkel
¢ berechnet werden kann. Also miissen wir Teilintervalle von |-, [ be-
trachten, auf denen wir jeweils den Wert 2 eindeutig zu einem Winkel ¢
zuriickrechnen kénnen.

Meist wird das Teilintervall ] - 7, 7 gewéhlt. Die Arcustangensfunktion
nimmt daher nur Funktionswerte im Intervall | - 7, 7[ an. Das sind aber
nur komplexe Zahlen im ersten und vierten Quadranten. Liegt zum Beispiel

z=x+yi im ersten Quadranten (es gilt also x > 0 und y > 0), so ergibt sich fiir

die komplexe Zahl -z = —x - yi der gleiche Wert fiir den Quotienten ﬁﬁg;; .Es

gilt daher tan(2) = tan(=2 ). Die Arcustangensfunktion liefert aber nur den
Winkel zur Zahl z im ersten Quadranten. Die Zahl —z liegt allerdings im
dritten Quadranten. Wenn daher der Winkel zu -z gesucht wird, dann ist
zu erkennen, dass -7 < ¢ < -7 gilt. Daher wird ¢ = arctan(=) - 7 gesetzt.
Ahnlich wird mit komplexen Zahlen im zweiten Quadranten verfahren.

Zusammenfassend ergibt sich die Tabelle 1.1 zur Bestimmung des Argumentes.

x>0 x<0,y>0 x<0,y<0 0 x=0 x>0 x<0
0

y<0 y=0 y=0

Vol

X
y

0 T

arctan(y) arctan(y)+n arctan(y)—n: +
X X X

[SIE]
(SIS}

Beispiel 1.26: Umrechnung kartesische Form zu Polarform (1. Quadrant)

Wir formen die in kartesischer Form vorliegende komplexe Zahl z =1+ V3i
in Polarform um:

Der Realteil betragt Re(z) = 1 und der Imaginarteil betragt Im(z) = /3. Wir

/ 2
bestimmen den Betrag bzw. r der komplexen Zahl z mit |z| = \/ 12+1/3 =
V1+3=2.

Da die komplexe Zahl der Form z =x+yi gegeben ist, ldsst sich das Argument
von z mithilfe des Tangens bzw. dessen Umkehrfunktion Arkustangens an
Hand von Tabelle 1.1 berechnen: ¢ = arctan(%) mit x>0 und y > 0.

(¢ = arctan (y)
X
= arctan T

_z
3

Somit lautet die komplexe Zahl z = 1++/3i in Polarform:

z=r-(cos(@)+i-sin(p))=2- (cos(g) +i-sin(§))

In Beispiel 1.26 haben wir die Umformung einer komplexen Zahl, die in der karte-
sischen Form gegeben ist, hin zur Polarform durchgefiihrt. Diese komplexe Zahl
befindet sich im ersten Quadranten des Koordinatensystems. Die Umformung kom-
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plexer Zahlen, die sich in anderen Quadranten befinden, erfolgt unter Anpassung
des Argumentes mithilfe der Tabelle 1.1.

Beispiel 1.27: Umrechnung kartesische Form zu Polarform (allgemein) B

liegen.

Zy

0.5¢

Wir formen die in kartesischer Form vorliegenden komplexen Zahlen z; =
1+v/3i, 720 = -1 +/3i, zz3=—1- \/3i sowie z4 = 1 —\/3i hin zur Polarform um:

Der Betrag ist bereits aus Beispiel 1.26 bekannt und lautet fiir alle vier Zahlen
r = 2. In Abbildung 1.13 ist erkennbar, dass die vier komplexen Zahlen
zwar den gleichen Betrag |z| besitzen, aber in unterschiedlichen Quadranten

Z4

Z3

0.5}

¢, = arctan
¢, = arctan —
¢,, = arctan
¢, = arctan -

0.5

Die Argumente der komplexen Zahlen lauten:

Z4

Abb. 1.13: Bestimmung des Polarwinkels der komplexen Zahlen z1,z7,z3 und z4.
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Die komplexen Zahlen in Polarform lauten also wie folgt:

z1=r-(cos(@)+i-sin(p))=2-| cos §)+i~sin(73r))

z2 =1-(cos(@)+i-sin(@)) =2- 005(2;)+i~sin(3))
(27r ,

zz3=r-(cos(@)+i-sin(¢p))=2-| cos

z4=r-(cos(@)+i-sin(p))=2-| cos| - z)ﬂ'-sin(—n))

Kontrollaufgabe 1.15: Umrechnung kartesische Form zu Polarform

Berechnen Sie die Polarform der folgenden komplexen Zahlen:
a) z=1+i c) z=-7

b) z=i

Die einfachere Richtung ist die Umrechnung von der Polarform in die kartesische
Form. Dazu sei z zunéchst in der trigonometrischen Form (r, ¢) gegeben. Die kar-
tesische Form x + yi ergibt sich, indem der Realteil x = rcos(¢) und der Imaginarteil
y = rsin( @) berechnet werden.

Beispiel 1.28: Umrechnung Polarform zu kartesischer Form

Gegeben ist die komplexe Zahl z =4 (cos(-%) +i-sin(-¢ )). Wir berechnen
die kartesische Form wie folgt:

el

=2V3-2i

Kontrollaufgabe 1.16: Umrechnung Polarform zu kartesischer Form

Berechnen Sie die kartesische Form der folgenden komplexen Zahlen:

2 z:_g.(cos(g)ﬂ-.sin(g))
o)
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Exponentialform

Zuletzt wird die Exponentialform betrachtet. Diese hiangt eng mit der Polarform
zusammen. Um die Exponentialform abzuleiten, werden die folgenden Zusam-
menhénge fiir alle x ¢ R verwendet:

1 . ,
sin(x) = — (e -e™)

2i

1 . .
cos(x) = 3 (e"+e™™).

Multiplikation der ersten Gleichung mit i und Addition der Gleichungen liefert
den Zusammenhang

€™ = cos(x) +isin(x). (1.12)
Die Darstellung der Funktion e” in Gleichung (1.12) wird auch Eulersche Formel
genannt.

Es sei z=r(cos(¢) +sin(¢@)i) in Polarform gegeben. Aus Gleichung (1.12) ergibt sich
unmittelbar die Exponentialdarstellung

z=r(cos(@)+sin()i) = r-e. (1.13)
Da wir die Umrechnung von der kartesischen in die Polarform eben kennengelernt
haben, kénnen wir auch von der kartesischen in die Exponentialform umformen,
wie Sie es in Beispiel 1.29 sehen.

Beispiel 1.29: Umrechnung kartesische Form in Exponentialform

Gegeben ist die komplexe Zahl z = -1 +i in kartesischer Form, sie liegt im
zweiten Quadranten (das ist wichtig, wenn wir gleich das Argument von z
berechnen). Wir bestimmen Betrag und Argument wie folgt:

z=—-1+i
r=\/(-1)2+12=V2

= arctan L +7t—3—ﬂ:
= -1) 7 4

;37
ry

Die komplexe Zahl z = -1 +i in Exponentialform lautet: z =r- e =\/2-¢

Beispiel 1.30: Umrechnung Exponentialform in kartesische Form

Gegeben ist die komplexe Zahl z = 2¢' § in Exponentialform. Wir berechnen
die kartesische Form wie folgt:

Exponentialform

Eulersche Formel

Umrechnung Polarform in
Exponentialform
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Multiplikation

Division

Die komplexe Zahl z = 2¢'6 lautet in kartesischer Form: v/3 +i. Sie liegt im
ersten Quadranten.

Kontrollaufgabe 1.17: Umrechnung kartesische Form in Exp.-Form

Geben Sie fiir die folgenden komplexen Zahlen jeweils die Exponentialform
an:

a) z=2-5i b) z=+/5i

Kontrollaufgabe 1.18: Umrechnung Exp.-Form in kartesische Form

Geben Sie fiir die folgenden komplexen Zahlen jeweils die kartesische Form
an:

a) Z:ﬁei%” b) z=4eis

Sind z; = r1 - €? und zp = rp - €% zZwei komplexe Zahlen in Exponentialform, so
folgt aus den Potenzgesetzen fiir das Produkt in Exponentialdarstellung z; -z, =
ri-ry-€(91792) Multiplikation komplexer Zahlen in Exponentialform ist also sehr
einfach.

Beispiel 1.31: Multiplikation komplexer Zahlen in Exponentialform

Gegeben sind die beiden komplexen Zahlen z; = 3¢'¢ und z, = 5¢9 . Wir
multiplizieren die beiden komplexen Zahlen wie folgt:

2120 =11 1€ (P1TP2)
- (3.5).ei(%+%”)

_ jllz
=15¢'T18

Fiir die Division zweier komplexer Zahlen z; = r; e und 7o = rp - €/ ergibt sich

A= i(e1-92)
22 ry

Beispiel 1.32: Division komplexer Zahlen in Exponentialform

Gegeben sind die beiden komplexen Zahlen z; = 8¢! ¥ und z; = 2¢' 3. Wir
dividieren die beiden komplexen Zahlen wie folgt:

a _ Q.ei(fPP(Pz)

2 N
RIC
2
—4.005)

1.7 Zusammenfassung

Ziel dieses Studienbriefes ist es, Grundlagen fiir die weiterfithrenden Themen
zu schaffen. Zundchst haben wir den Mengenbegriff eingefiihrt und allgemeine
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Grundlagen der Mengenlehre geschaffen. Wir haben elementare Zahlenmengen
unseres Anschauungsraumes behandelt und dabei insbesondere die Menge der
reellen Zahlen betrachtet. Einige der Eigenschaften reeller Zahlen haben wir auf
die komplexen Zahlen tibertragen. Wir haben die Grundrechenarten Addition,
Subtraktion, Multiplikation und die Division mit komplexen Zahlen kennengelernt
und angewendet. Weiterhin haben wir die unterschiedlichen Darstellungsformen
der komplexen Zahlen betrachtet und konnen die komplexen Zahlen von einer
Darstellungsform in eine andere umrechnen.
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1.8 Ubungsaufgaben

o Ubung 1.1: Mengen
U
Stellen Sie die folgenden Mengen in aufzdhlender Form dar:
a) Die Menge der positiven Primzahlen gréfer als 13 und kleiner als 70.
b) {x|x=2n<20,neIN}.
c) -IN
. Ubung 1.2: Mengen
U
Gegeben sind die Mengen A, B und C. Zeigen Sie:
a) An(B\C)=(AnB) \ (AnC).
b) An(BuC)=(AnB)u(AnC).
og Ubung 1.3: Mengen
U
Gegeben sind die Teilmengen A, B,C aus R?
A={(xy)eR?:y<x®+1}
B={(x,y) eR*:y>x+2}
C={(x.y) e R?:}x| <2}
Zeichnen Sie in ein kartesisches Koordinatensystem die Menge
An (BuCC).
. Ubung 1.4: Mengen
U
Bestimmen Sie fiir die folgenden Mengen M; und M, jeweils die Vereinigung
M, UM,, die Schnittmenge M; nM, sowie die Komplementmengen M;\M,
und M,\M;. Geben Sie auch an, ob M, Teil- oder Obermenge von M, ist.
a) My :={10,8,3,-2, 7} und M, := {e,x,8,10}.
b) My :={x|x=2n<20,ne N} und M; := {x|x=3n<20,ncIN}.
o Ubung 1.5: Mengen
U
Stellen Sie die folgenden Punktmengen grafisch dar:
a) {(x,y) eR?|2y+1=x} e) {(x,y) e R?|max{},ly|} <3}
b) {(x.y) eR*2y+1<x} P {(x.y) e R min{|a[y[} > 3}
o) {(x,y) e R?|lx| <2} §) {(x,y) e R?[max{|x],[y[} > 3}
d) {(x,y) € R0 <x+y—1<6} B {(x,y) € R2|min{lx], |} <3}
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Ubung 1.6: Mengen .

Es sei M eine Menge. Die Potenzmenge P (M) ist die Menge aller Teilmengen
von M. Bestimmen Sie P(M) und |P(M)| fiir die folgenden Mengen M:

M=g M={1,y} M ={a,c,e} .

Suchen Sie eine Formel fiir |P(M)|, falls M eine endliche Menge der Ordnung
n ist.
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I.j Ubung 1.7: Ungleichungen
Fiir welche x € R gelten die folgenden Ungleichungen. Zeichnen Sie die
Losungsmenge als Teilmenge der Zahlengerade.
a) xX*-5x-1<9-2x o) |lx|-12|l<1
b) [x+4]<|x-2| d) ¥ -30<2
o Ubung 1.8: Zahlen
Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind:
a) Es gibt eine kleinste nattirliche Zahl.
b) Es gibt eine kleinste ganze Zahl.
c) Es gibt eine kleinste positive ganze Zahl.
d) Es gibt eine kleinste positive reelle Zahl.
Versuchen Sie jeweils, Ihre Antwort zu begriinden.
I.j Ubung 1.9: Komplexe Zahlen
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke (geben Sie insbesondere Real- und
Imagindrteil des Ergebnisses an) ohne Zuhilfenahme des Rechners. Zeichnen
Sie das Ergebnis in der Gauflschen Zahlenebene ein.
N3 -13
a) (-1-2i) 0 -1-2i
.2 o __
b) (—1—2i)20 20 +2i-2
U Ubung 1.10: Komplexe Zahlen
Gegeben seien die komplexen Zahlen z; = 1+i und z; = 1 —i. Berechnen Sie
a) 3=21+22 € z5=21"22
b u=zu-2
Bestimmen Sie fiir n = 1,2,3,4,5 jeweils |z,| sowie arg(z,) und stellen Sie die
z, in der Gaufsschenen Zahlenebene dar.
Hinweise:
® |z|=Va2+b?fiirz=a+bi
e 0(z)= arctan(%)
e Dav-1=igilti®=-1
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Anhang

A. Lizenztext

Creative Commons Legal Code

Namensnennung - Weitergabe unter gleichen Bedingungen 3.0 Deutschland

CREATIVE COMMONS IST KEINE RECHTSANWALTSKANZLEI UND LEISTET KEINE
RECHTSBERATUNG. DIE BEREITSTELLUNG DIESER LIZENZ FUHRT ZU KEINEM
MANDATSVERHALTNIS. CREATIVE COMMONS STELLT DIESE INFORMATIONEN OHNE
GEWAHR ZUR VERFUGUNG. CREATIVE COMMONS UBERNIMMT KEINE GEWAHRLEISTUNG

FUR DIE GELIEFERTEN INFORMATIONEN UND SCHLIERT DIE HAFTUNG FUR SCHADEN AUS,
DIE SICH AUS DEREN GEBRAUCH ERGEBEN.

Lizenz

DER GEGENSTAND DIESER LIZENZ (WIE UNTER "SCHUTZGEGENSTAND" DEFINIERT) WIRD
UNTER DEN BEDINGUNGEN DIESER CREATIVE COMMONS PUBLIC LICENSE ("CCPL", "LIZENZ"
ODER "LIZENZVERTRAG") ZUR VERFUGUNG GESTELLT. DER SCHUTZGEGENSTAND IST DURCH
DAS URHEBERRECHT UND/ODER ANDERE GESETZE GESCHUTZT. JEDE FORM DER NUTZUNG
DES SCHUTZGEGENSTANDES, DIE NICHT AUFGRUND DIESER LIZENZ ODER DURCH GESETZE
GESTATTET IST, IST UNZULASSIG.

DURCH DIE AUSUBUNG EINES DURCH DIESE LIZENZ GEWAHRTEN RECHTS AN DEM
SCHUTZGEGENSTAND ERKLAREN SIE SICH MIT DEN LIZENZBEDINGUNGEN
RECHTSVERBINDLICH EINVERSTANDEN. SOWEIT DIESE LIZENZ ALS LIZENZVERTRAG
ANZUSEHEN IST, GEWAHRT IHNEN DER LIZENZGEBER DIE IN DER LIZENZ GENANNTEN
RECHTE UNENTGELTLICH UND IM AUSTAUSCH DAFUR, DASS SIE DAS GEBUNDENSEIN AN DIE
LIZENZBEDINGUNGEN AKZEPTIEREN.

1. Definitionen

a. Der Begriff "Abwandlung"” im Sinne dieser Lizenz bezeichnet das Ergebnis jeglicher Art von
Veranderung des Schutzgegenstandes, solange die eigenpersénlichen Ziige des
Schutzgegenstandes darin nicht verblassen und daran eigene Schutzrechte entstehen. Das kann
insbesondere eine Bearbeitung, Umgestaltung, Anderung, Anpassung, Ubersetzung oder
Heranziehung des Schutzgegenstandes zur Vertonung von Laufbildern sein. Nicht als Abwandlung
des Schutzgegenstandes gelten seine Aufnahme in eine Sammlung oder ein Sammelwerk und die
freie Benutzung des Schutzgegenstandes.

b. Der Begriff "Sammelwerk" im Sinne dieser Lizenz meint eine Zusammenstellung von literarischen,
kiinstlerischen oder wissenschaftlichen Inhalten, sofern diese Zusammenstellung aufgrund von
Auswahl und Anordnung der darin enthaltenen selbstandigen Elemente eine geistige Schépfung
darstellt, unabhangig davon, ob die Elemente systematisch oder methodisch angelegt und dadurch
einzeln zuganglich sind oder nicht.

c. "Verbreiten" im Sinne dieser Lizenz bedeutet, den Schutzgegenstand oder Abwandlungen im
Original oder in Form von Vervielféaltigungsstiicken, mithin in kérperlich fixierter Form der
Offentlichkeit anzubieten oder in Verkehr zu bringen.

d. Unter "Lizenzelementen" werden im Sinne dieser Lizenz die folgenden tibergeordneten
Lizenzcharakteristika verstanden, die vom Lizenzgeber ausgewéhlt wurden und in der
Bezeichnung der Lizenz zum Ausdruck kommen: "Namensnennung", "Weitergabe unter gleichen
Bedingungen".

e. Der "Lizenzgeber" im Sinne dieser Lizenz ist diejenige natirliche oder juristische Person oder
Gruppe, die den Schutzgegenstand unter den Bedingungen dieser Lizenz anbietet und insoweit
als Rechteinhaberin auftritt.

. "Rechteinhaber" im Sinne dieser Lizenz ist der Urheber des Schutzgegenstandes oder jede

andere naturliche oder juristische Person oder Gruppe von Personen, die am Schutzgegenstand

ein Immaterialgiterrecht erlangt hat, welches die in Abschnitt 3 genannten Handlungen erfasst und
bei dem eine EinrAumung von Nutzungsrechten oder eine Weitertibertragung an Dritte méglich ist.

Der Begriff "Schutzgegenstand" bezeichnet in dieser Lizenz den literarischen, kiinstlerischen

oder wissenschaftlichen Inhalt, der unter den Bedingungen dieser Lizenz angeboten wird. Das

kann insbesondere eine personliche geistige Schdpfung jeglicher Art, ein Werk der kleinen Miinze,
ein nachgelassenes Werk oder auch ein Lichtbild oder anderes Objekt eines verwandten

Schutzrechts sein, unabhangig von der Art seiner Fixierung und unabhangig davon, auf welche

Weise jeweils eine Wahrnehmung erfolgen kann, gleichviel ob in analoger oder digitaler Form.

—
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Soweit Datenbanken oder Zusammenstellungen von Daten einen immaterialgiterrechtlichen
Schutz eigener Art genieRen, unterfallen auch sie dem Begriff "Schutzgegenstand" im Sinne dieser
Lizenz.

h. Mit "Sie" bzw. "lhnen" ist die naturliche oder juristische Person gemeint, die in dieser Lizenz im
Abschnitt 3 genannte Nutzungen des Schutzgegenstandes vornimmt und zuvor in Hinblick auf den
Schutzgegenstand nicht gegen Bedingungen dieser Lizenz versto3en oder aber die ausdriickliche
Erlaubnis des Lizenzgebers erhalten hat, die durch diese Lizenz gewahrten Nutzungsrechte trotz
eines vorherigen Versto3es auszuiiben.

. Unter "Offentlich Zeigen" im Sinne dieser Lizenz sind Veréffentlichungen und Présentationen des
Schutzgegenstandes zu verstehen, die fiir eine Mehrzahl von Mitgliedern der Offentlichkeit
bestimmt sind und in unkdrperlicher Form mittels 6ffentlicher Wiedergabe in Form von Vortrag,
Auffuhrung, Vorfuhrung, Darbietung, Sendung, Weitersendung, zeit- und ortsunabhangiger
Zuganglichmachung oder in korperlicher Form mittels Ausstellung erfolgen, unabhéangig von
bestimmten Veranstaltungen und unabhéangig von den zum Einsatz kommenden Techniken und
Verfahren, einschlieBlich drahtgebundener oder drahtloser Mittel und Einstellen in das Internet.

. "Vervielfaltigen" im Sinne dieser Lizenz bedeutet, mittels beliebiger Verfahren
Vervielfaltigungsstiicke des Schutzgegenstandes herzustellen, insbesondere durch Ton- oder
Bildaufzeichnungen, und umfasst auch den Vorgang, erstmals korperliche Fixierungen des
Schutzgegenstandes sowie Vervielfaltigungssticke dieser Fixierungen anzufertigen, sowie die
Ubertragung des Schutzgegenstandes auf einen Bild- oder Tontréger oder auf ein anderes
elektronisches Medium, gleichviel ob in digitaler oder analoger Form.

=~

. "Mit Creative Commons kompatible Lizenz" bezeichnet eine Lizenz, die unter
https://creativecommons.org/compatiblelicenses aufgelistet ist und die durch Creative Commons
als grundsatzlich zur vorliegenden Lizenz aquivalent akzeptiert wurde, da zumindest folgende
Voraussetzungen erflillt sind:

Diese mit Creative Commons kompatible Lizenz

i. enthalt Bestimmungen, welche die gleichen Ziele verfolgen, die gleiche Bedeutung haben
und die gleichen Wirkungen erzeugen wie die Lizenzelemente der vorliegenden Lizenz; und

ii. erlaubt ausdriicklich das Lizenzieren von ihr unterstellten Abwandlungen unter vorliegender
Lizenz, unter einer anderen rechtsordnungsspezifisch angepassten Creative-Commons-
Lizenz mit denselben Lizenzelementen, wie sie die vorliegende Lizenz aufweist, oder unter
der entsprechenden Creative-Commons-Unported-Lizenz.

2. Schranken des Immaterialguterrechts

Diese Lizenz ist in keiner Weise darauf gerichtet, Befugnisse zur Nutzung des Schutzgegenstandes zu
vermindern, zu beschranken oder zu vereiteln, die lhnen aufgrund der Schranken des Urheberrechts oder
anderer Rechtsnormen bereits ohne Weiteres zustehen oder sich aus dem Fehlen eines
immaterialguterrechtlichen Schutzes ergeben.

3. Einrdumung von Nutzungsrechten

Unter den Bedingungen dieser Lizenz rdumt lhnen der Lizenzgeber - unbeschadet unverzichtbarer
Rechte und vorbehaltlich des Abschnitts 3.e) - das vergutungsfreie, rAumlich und zeitlich (fur die Dauer
des Schutzrechts am Schutzgegenstand) unbeschréankte einfache Recht ein, den Schutzgegenstand auf
die folgenden Arten und Weisen zu nutzen (“unentgeltlich eingeraumtes einfaches Nutzungsrecht fir
jedermann"):

a. Den Schutzgegenstand in beliebiger Form und Menge zu vervielféltigen, ihn in Sammelwerke zu
integrieren und ihn als Teil solcher Sammelwerke zu vervielfaltigen;

b. Abwandlungen des Schutzgegenstandes anzufertigen, einschlieRlich Ubersetzungen unter
Nutzung jedweder Medien, sofern deutlich erkennbar gemacht wird, dass es sich um
Abwandlungen handelt;

c. den Schutzgegenstand, allein oder in Sammelwerke aufgenommen, 6ffentlich zu zeigen und zu
verbreiten;

d. Abwandlungen des Schutzgegenstandes zu veréffentlichen, 6ffentlich zu zeigen und zu verbreiten.

e. Bezuglich Vergutung fur die Nutzung des Schutzgegenstandes gilt Folgendes:

i. Unverzichtbare gesetzliche Vergutungsanspriche: Soweit unverzichtbare
Vergitungsanspriche im Gegenzug fir gesetzliche Lizenzen vorgesehen oder
Pauschalabgabensysteme (zum Beispiel fir Leermedien) vorhanden sind, behélt sich der
Lizenzgeber das ausschlielRliche Recht vor, die entsprechende Vergitung einzuziehen fir
jede Ausiibung eines Rechts aus dieser Lizenz durch Sie.

ii. Vergutung bei Zwangslizenzen: Sofern Zwangslizenzen auf3erhalb dieser Lizenz
vorgesehen sind und zustande kommen, verzichtet der Lizenzgeber fir alle Falle einer
lizenzgerechten Nutzung des Schutzgegenstandes durch Sie auf jegliche Vergutung.

ii. Vergutung in sonstigen Fallen: Beziglich lizenzgerechter Nutzung des
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Schutzgegenstandes durch Sie, die nicht unter die beiden vorherigen Abschnitte (i) und (ii)
fallt, verzichtet der Lizenzgeber auf jegliche Vergitung, unabhéngig davon, ob eine
Einziehung der Vergitung durch ihn selbst oder nur durch eine Verwertungsgesellschaft
moglich ware.

Das vorgenannte Nutzungsrecht wird fur alle bekannten sowie fir alle noch nicht bekannten
Nutzungsarten eingerdumt. Es beinhaltet auch das Recht, solche Anderungen am Schutzgegenstand
vorzunehmen, die fur bestimmte nach dieser Lizenz zuléssige Nutzungen technisch erforderlich sind. Alle
sonstigen Rechte, die Uiber diesen Abschnitt hinaus nicht ausdricklich durch den Lizenzgeber eingeraumt
werden, bleiben diesem allein vorbehalten. Soweit Datenbanken oder Zusammenstellungen von Daten
Schutzgegenstand dieser Lizenz oder Teil dessen sind und einen immaterialgiiterrechtlichen Schutz
eigener Art genielRen, verzichtet der Lizenzgeber auf samtliche aus diesem Schutz resultierenden
Rechte.

4. Bedingungen

Die EinrAumung des Nutzungsrechts gemaf Abschnitt 3 dieser Lizenz erfolgt ausdriicklich nur unter den
folgenden Bedingungen:

a. Sie dirfen den Schutzgegenstand ausschlieRlich unter den Bedingungen dieser Lizenz verbreiten
oder offentlich zeigen. Sie missen dabei stets eine Kopie dieser Lizenz oder deren vollstandige
Internetadresse in Form des Uniform-Resource-ldentifier (URI) beifiigen. Sie diirfen keine
Vertrags- oder Nutzungsbedingungen anbieten oder fordern, die die Bedingungen dieser Lizenz
oder die durch diese Lizenz gewahrten Rechte beschrénken. Sie dirfen den Schutzgegenstand
nicht unterlizenzieren. Bei jeder Kopie des Schutzgegenstandes, die Sie verbreiten oder 6ffentlich
zeigen, missen Sie alle Hinweise unverandert lassen, die auf diese Lizenz und den
Haftungsausschluss hinweisen. Wenn Sie den Schutzgegenstand verbreiten oder 6ffentlich
zeigen, durfen Sie (in Bezug auf den Schutzgegenstand) keine technischen Malinahmen ergreifen,
die den Nutzer des Schutzgegenstandes in der Ausubung der ihm durch diese Lizenz gewéahrten
Rechte behindern kdnnen. Dieser Abschnitt 4.a) gilt auch fur den Fall, dass der Schutzgegenstand
einen Bestandteil eines Sammelwerkes bildet, was jedoch nicht bedeutet, dass das Sammelwerk
insgesamt dieser Lizenz unterstellt werden muss. Sofern Sie ein Sammelwerk erstellen, miissen
Sie auf die Mitteilung eines Lizenzgebers hin aus dem Sammelwerk die in Abschnitt 4.c)
aufgezahlten Hinweise entfernen. Wenn Sie eine Abwandlung vornehmen, missen Sie auf die
Mitteilung eines Lizenzgebers hin von der Abwandlung die in Abschnitt 4.c) aufgezahlten Hinweise
entfernen.

b. Sie diirfen eine Abwandlung ausschlielich unter den Bedingungen

i. dieser Lizenz,

ii. einer spéateren Version dieser Lizenz mit denselben Lizenzelementen,

iii. einer rechtsordnungsspezifischen Creative-Commons-Lizenz mit denselben
Lizenzelementen ab Version 3.0 aufwarts (z.B. Namensnennung - Weitergabe unter
gleichen Bedingungen 3.0 US),

iv. der Creative-Commons-Unported-Lizenz mit denselben Lizenzelementen ab Version 3.0
aufwarts, oder

v. einer mit Creative Commons kompatiblen Lizenz

verbreiten oder offentlich zeigen.

Falls Sie die Abwandlung geméaR Abschnitt (v) unter einer mit Creative Commons kompatiblen
Lizenz lizenzieren, missen Sie deren Lizenzbestimmungen Folge leisten.

Falls Sie die Abwandlungen unter einer der unter (i)-(iv) genannten Lizenzen ("Verwendbare
Lizenzen") lizenzieren, missen Sie deren Lizenzbestimmungen sowie folgenden Bestimmungen
Folge leisten: Sie missen stets eine Kopie der verwendbaren Lizenz oder deren vollstandige
Internetadresse in Form des Uniform-Resource-ldentifier (URI) beifiigen, wenn Sie die
Abwandlung verbreiten oder 6ffentlich zeigen. Sie dirfen keine Vertrags- oder
Nutzungsbedingungen anbieten oder fordern, die die Bedingungen der verwendbaren Lizenz oder
die durch sie gewahrten Rechte beschranken. Bei jeder Abwandlung, die Sie verbreiten oder
offentlich zeigen, mussen Sie alle Hinweise auf die verwendbare Lizenz und den
Haftungsausschluss unverandert lassen. Wenn Sie die Abwandlung verbreiten oder 6ffentlich
zeigen, durfen Sie (in Bezug auf die Abwandlung) keine technischen Maflnahmen ergreifen, die
den Nutzer der Abwandlung in der Ausiibung der ihm durch die verwendbare Lizenz gewahrten
Rechte behindern kénnen. Dieser Abschnitt 4.b) gilt auch fir den Fall, dass die Abwandlung einen
Bestandteil eines Sammelwerkes bildet, was jedoch nicht bedeutet, dass das Sammelwerk
insgesamt der verwendbaren Lizenz unterstellt werden muss.

c. Die Verbreitung und das o6ffentliche Zeigen des Schutzgegenstandes oder auf ihm aufbauender
Abwandlungen oder ihn enthaltender Sammelwerke ist Ihnen nur unter der Bedingung gestattet,
dass Sie, vorbehaltlich etwaiger Mitteilungen im Sinne von Abschnitt 4.a), alle dazu gehérenden
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Rechtevermerke unberihrt lassen. Sie sind verpflichtet, die Rechteinhaberschaft in einer der
Nutzung entsprechenden, angemessenen Form anzuerkennen, indem Sie - soweit bekannt -
Folgendes angeben:

i. Den Namen (oder das Pseudonym, falls ein solches verwendet wird) des Rechteinhabers
und / oder, falls der Lizenzgeber im Rechtevermerk, in den Nutzungsbedingungen oder auf
andere angemessene Weise eine Zuschreibung an Dritte vorgenommen hat (z.B. an eine
Stiftung, ein Verlagshaus oder eine Zeitung) ("Zuschreibungsempféanger"), Namen bzw.
Bezeichnung dieses oder dieser Dritten;

i. den Titel des Inhaltes;

iii. in einer praktikablen Form den Uniform-Resource-ldentifier (URI, z.B. Internetadresse), den
der Lizenzgeber zum Schutzgegenstand angegeben hat, es sei denn, dieser URI verweist
nicht auf den Rechtevermerk oder die Lizenzinformationen zum Schutzgegenstand;

iv. und im Falle einer Abwandlung des Schutzgegenstandes in Ubereinstimmung mit Abschnitt
3.b) einen Hinweis darauf, dass es sich um eine Abwandlung handelt.

Die nach diesem Abschnitt 4.c) erforderlichen Angaben kénnen in jeder angemessenen Form
gemacht werden; im Falle einer Abwandlung des Schutzgegenstandes oder eines Sammelwerkes
missen diese Angaben das Minimum darstellen und bei gemeinsamer Nennung mehrerer
Rechteinhaber dergestalt erfolgen, dass sie zumindest ebenso hervorgehoben sind wie die
Hinweise auf die ubrigen Rechteinhaber. Die Angaben nach diesem Abschnitt durfen Sie
ausschlie3lich zur Angabe der Rechteinhaberschaft in der oben bezeichneten Weise verwenden.
Durch die Ausiibung Ihrer Rechte aus dieser Lizenz dirfen Sie ohne eine vorherige, separat und
schriftlich vorliegende Zustimmung des Lizenzgebers und / oder des Zuschreibungsempféangers
weder explizit noch implizit irgendeine Verbindung zum Lizenzgeber oder
Zuschreibungsempfanger und ebenso wenig eine Unterstiitzung oder Billigung durch ihn
andeuten.

d. Die oben unter 4.a) bis c) genannten Einschrankungen gelten nicht fir solche Teile des
Schutzgegenstandes, die allein deshalb unter den Schutzgegenstandsbegriff fallen, weil sie als
Datenbanken oder Zusammenstellungen von Daten einen immaterialgiiterrechtlichen Schutz
eigener Art genief3en.

e. Personlichkeitsrechte bleiben - soweit sie bestehen - von dieser Lizenz unberihrt.

5. Gewahrleistung

SOFERN KEINE ANDERS LAUTENDE, SCHRIFTLICHE VEREINBARUNG ZWISCHEN DEM
LIZENZGEBER UND IHNEN GESCHLOSSEN WURDE UND SOWEIT MANGEL NICHT ARGLISTIG
VERSCHWIEGEN WURDEN, BIETET DER LIZENZGEBER DEN SCHUTZGEGENSTAND UND DIE
EINRAUMUNG VON RECHTEN UNTER AUSSCHLUSS JEGLICHER GEWAHRLEISTUNG AN UND
UBERNIMMT WEDER AUSDRUCKLICH NOCH KONKLUDENT GARANTIEN IRGENDEINER ART.
DIES UMFASST INSBESONDERE DAS FREISEIN VON SACH- UND RECHTSMANGELN,
UNABHANGIG VON DEREN ERKENNBARKEIT FUR DEN LIZENZGEBER, DIE
VERKEHRSFAHIGKEIT DES SCHUTZGEGENSTANDES, SEINE VERWENDBARKEIT FUR EINEN
BESTIMMTEN ZWECK SOWIE DIE KORREKTHEIT VON BESCHREIBUNGEN. DIESE
GEWAHRLEISTUNGSBESCHRANKUNG GILT NICHT, SOWEIT MANGEL ZU SCHADEN DER IN
ABSCHNITT 6 BEZEICHNETEN ART FUHREN UND AUF SEITEN DES LIZENZGEBERS DAS
JEWEILS GENANNTE VERSCHULDEN BZW. VERTRETENMUSSEN EBENFALLS VORLIEGT.

6. Haftungsbeschrankung

DER LIZENZGEBER HAFTET IHNEN GEGENUBER IN BEZUG AUF SCHADEN AUS DER
VERLETZUNG DES LEBENS, DES KORPERS ODER DER GESUNDHEIT NUR, SOFERN IHM
WENIGSTENS FAHRLASSIGKEIT VORZUWERFEN IST, FUR SONSTIGE SCHADEN NUR BEI
GROBER FAHRLASSIGKEIT ODER VORSATZ, UND UBERNIMMT DARUBER HINAUS KEINERLEI
FREIWILLIGE HAFTUNG.

7. Erlédschen

a. Diese Lizenz und die durch sie eingerdumten Nutzungsrechte erldschen mit Wirkung fur die
Zukunft im Falle eines VerstoRRes gegen die Lizenzbedingungen durch Sie, ohne dass es dazu der
Kenntnis des Lizenzgebers vom VerstoR3 oder einer weiteren Handlung einer der Vertragsparteien
bedarf. Mit naturrlichen oder juristischen Personen, die Abwandlungen des Schutzgegenstandes
oder diesen enthaltende Sammelwerke unter den Bedingungen dieser Lizenz von lhnen erhalten
haben, bestehen nachtréglich entstandene Lizenzbeziehungen jedoch solange weiter, wie die
genannten Personen sich ihrerseits an sdmtliche Lizenzbedingungen halten. Darliber hinaus
gelten die Ziffern 1, 2, 5, 6, 7, und 8 auch nach einem Erléschen dieser Lizenz fort.

b. Vorbehaltlich der oben genannten Bedingungen gilt diese Lizenz unbefristet bis der rechtliche
Schutz fur den Schutzgegenstand auslauft. Davon abgesehen behélt der Lizenzgeber das Recht,
den Schutzgegenstand unter anderen Lizenzbedingungen anzubieten oder die eigene Weitergabe
des Schutzgegenstandes jederzeit einzustellen, solange die Ausuibung dieses Rechts nicht einer
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Kindigung oder einem Widerruf dieser Lizenz (oder irgendeiner Weiterlizenzierung, die auf
Grundlage dieser Lizenz bereits erfolgt ist bzw. zukunftig noch erfolgen muss) dient und diese
Lizenz unter Beruicksichtigung der oben zum Erléschen genannten Bedingungen vollumfanglich
wirksam bleibt.

8. Sonstige Bestimmungen

a. Jedes Mal wenn Sie den Schutzgegenstand fiir sich genommen oder als Teil eines Sammelwerkes
verbreiten oder offentlich zeigen, bietet der Lizenzgeber dem Empfénger eine Lizenz zu den
gleichen Bedingungen und im gleichen Umfang an, wie lhnen in Form dieser Lizenz.

b. Jedes Mal wenn Sie eine Abwandlung des Schutzgegenstandes verbreiten oder &ffentlich zeigen,
bietet der Lizenzgeber dem Empfénger eine Lizenz am urspriinglichen Schutzgegenstand zu den
gleichen Bedingungen und im gleichen Umfang an, wie lhnen in Form dieser Lizenz.

c. Sollte eine Bestimmung dieser Lizenz unwirksam sein, so bleibt davon die Wirksamkeit der Lizenz
im Ubrigen unberdihrt.

d. Keine Bestimmung dieser Lizenz soll als abbedungen und kein Versto3 gegen sie als zulassig
gelten, solange die von dem Verzicht oder von dem Verstol3 betroffene Seite nicht schriftlich
zugestimmt hat.

e. Diese Lizenz (zusammen mit in ihr ausdriicklich vorgesehenen Erlaubnissen, Mitteilungen und
Zustimmungen, soweit diese tatsachlich vorliegen) stellt die vollstéandige Vereinbarung zwischen
dem Lizenzgeber und Ihnen in Bezug auf den Schutzgegenstand dar. Es bestehen keine Abreden,
Vereinbarungen oder Erklarungen in Bezug auf den Schutzgegenstand, die in dieser Lizenz nicht
genannt sind. Rechtsgeschéftliche Anderungen des Verhéltnisses zwischen dem Lizenzgeber und
Ihnen sind nur tGber Modifikationen dieser Lizenz méglich. Der Lizenzgeber ist an etwaige
zusatzliche, einseitig durch Sie tibermittelte Bestimmungen nicht gebunden. Diese Lizenz kann nur
durch schriftliche Vereinbarung zwischen lhnen und dem Lizenzgeber modifiziert werden. Derlei
Modifikationen wirken ausschlie3lich zwischen dem Lizenzgeber und lhnen und wirken sich nicht
auf die Dritten gemaR Ziffern 8.a) und b) angeboteten Lizenzen aus.

. Sofern zwischen Ihnen und dem Lizenzgeber keine anderweitige Vereinbarung getroffen wurde
und soweit Wabhlfreiheit besteht, findet auf diesen Lizenzvertrag das Recht der Bundesrepublik
Deutschland Anwendung.

—h

Creative Commons Notice

Creative Commons ist nicht Partei dieser Lizenz und ubernimmt keinerlei Gewéahr oder dergleichen in
Bezug auf den Schutzgegenstand. Creative Commons haftet lhnen oder einer anderen Partei unter
keinem rechtlichen Gesichtspunkt fur irgendwelche Schéaden, die - abstrakt oder konkret, zuféllig oder
vorhersehbar - im Zusammenhang mit dieser Lizenz entstehen. Unbeschadet der vorangegangen
beiden Satze, hat Creative Commons alle Rechte und Pflichten eines Lizenzgebers, wenn es sich
ausdriicklich als Lizenzgeber im Sinne dieser Lizenz bezeichnet.

Creative Commons gewahrt den Parteien nur insoweit das Recht, das Logo und die Marke "Creative
Commons" zu nutzen, als dies notwendig ist, um der Offentlichkeit gegeniiber kenntlich zu machen,
dass der Schutzgegenstand unter einer CCPL steht. Ein dariiber hinaus gehender Gebrauch der
Marke "Creative Commons" oder einer verwandten Marke oder eines verwandten Logos bedarf der
vorherigen schriftlichen Zustimmung von Creative Commons. Jeder erlaubte Gebrauch richtet sich
nach der Creative Commons Marken-Nutzungs-Richtlinie in der jeweils aktuellen Fassung, die von
Zeit zu Zeit auf der Website verdffentlicht oder auf andere Weise auf Anfrage zugénglich gemacht
wird. Zur Klarstellung: Die genannten Einschrankungen der Markennutzung sind nicht Bestandteil
dieser Lizenz.

Creative Commons kann kontaktiert werden tber https://creativecommons.org/.
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